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Errata 


vemarques par M. Cayley dans ses sept dıfferents memoires d’analyse 
tome L, cah. 4 No. 21. 


Page 277 ligne derniere au lieu de et par le point D trois autres plans paralleles a ces plans 
lisez et trois autres plans paralleles aux plans par le point D. 


a7! > an lien de L’operateur .... donne lises et l’operateur .... qui donne 
279 ? (en remontant) au lieu de x!, IR cin 
2s - Il au lieu de oü les lisez ou des 
282 b au Tlieu de Ay By... lises Ay, By 
281 - 4 inserer ( 
\ 


— 255 dans la troisicme et la einqui&me formule «au Tieu de (0,3...) lises (x,y, 2...) 


— 291 Iigne 6 au lieu de contenir lises poser 


20] 7 (en remontant) au lieu de signe lisez signes 

307 Il au lieu de indeterminees, car lises indeterminees. Or 
>14 2 au lieu de (s— a)? lisez (s— a)” 

317 * (en remontant) au lieu de lVindentite lises l’identite 


Dans les m&moires Nrs 3, 4, 5, 6, 7 l’auteur s’etoit servi dans le manuscrit d’un caractere 
partieulier pour d@noter les matrices, mais dans limpression les matrices sont repr&sentees de la 
meine maniöre que les determinants. En faisant attention a ce defaut, la liaison des formules suf- 
ira pour Öter l’ambiguite. 


Rem. du direeteur de ee journal. La raison pourquoi l’on n’a pas pris dans l’impression 





le caractere partieulier de deux arcs )( entrelaces, si bien choisi par M. Cayley, &toit que ce 
caractere ne se trouvoit pas parmi ceux de l’imprimerie, et que le temps ne permettoit pas 
de te faire couler expres. On etoit forc& d’indiquer par un autre moyen, & la verit@ moins 
convenable, la difference entre les matrices et les determinants. On a joint les deux arcs par 


. . / \ \ r Z . A ‚ o 
le sıene comme volci: ‚ partout ol ces arcs devoient etre entrelaces et on a omis 


r partont ol il y avait seulement Aa juxtaposer les deux arcs. 








1. 


Über die Theorie der analytischen Facultäten. 


(Von dem Herrn Dr. phil. Weierstrass, Oberlehrer am Gymn. zu Braunsberg in Ostpr.) (*) 





D:. Theorie der analytischen Facultäten scheint mir, so vielfach dieselbe 
auch schon behandelt worden ist, noch einige nicht unwesentliche Schwierigkei- 
ten zu haben, welche aufzuhellen und zu beseitigen um so weniger überflüssig 
sein dürfte, als Jedem, der die verschiedenen Darstellungen dieser Lehre über- 
blickt, und wenn er die eine mit der andern vergleicht, ein merkwürdiger Mangel 


an Uebereinstimmung ın die Augen fallen muss. Und die Statt findenden Diffe- 


renzen sind nicht bloss formell, sondern es giebt sich auch in einer und derselben 
Bearbeitung zuweilen ein Widerspruch der Resultate unter sich zu erkennen. 
Der Grund dieses auffallenden Umstandes liegt theils in der Unsicherheit des Funda- 
ments, auf welchem einige der Theorieen aufgeführt sind, theils in dem nicht 
strengen Gange der weitern Entwicklungen, so wie in der Nichtbeachtung gewisser 
Eigenthümlichkeiten der betrachteten Grössen, deren Behandlung eine besondere 


Vorsicht erfordert. Ich werde darauf ın dem Folgenden ausführlicher eingehen. 


(*)Anm. Mit wahrer, wissenschaftlicher sowohl, als persönlicher Befriedigung, habe ich die hter 
folgende Abhandlung empfangen und, der Erlaubniss ihres Herrn Verfassers gemäss, in das gegenwärlige 
Journal aufgenommen, da sie zeigt, dass die so wichtige Theorie der analytischen Facultäten, welche in 
älterer Zeit wenig berücksichtigt wurde und zu deren näherer und allgemeinerer Begründung auch ich 
seit 32 Jahren beizutragen mich bemüht habe, immer mehr die Aufmerksamkeit der Analysten in Anspruch 
nimmt, und jetzt wieder eine noch tiefer eindringende Erforschung durch einen so ausgezeichneten und 
scharfsinnigen Mathematiker, wie Herr Weierstrass es ist, angeregt hat. 

Meine eigenen Arbeiten über den Gegenstand betreffend, so hätte ich zur Rechtfertigung der 
Unvollständigkeit, die Herr Weierstrass daran bemerkt hat, wohl Manches zu sagen; aber meine, durch 
hohes Alter und stete Krankheit geschwächten Arbeitskräfte reichen zu Dergleichen nicht mehr hin. Ich 
muss also darauf verzichten; was aber auch sehr wohl angeht, da ich bei meinen wissenschaftlichen Be- 
mühnngen nie auf mich selbst Rücksicht genommen, nie nach Ruhm und Lob, sondern nur, nach meinen 
Kräften, nach Förderung der Wahrheit gestrebt habe, und es mir ganz gleich gilt, wer es sei, der der 
Wahrheit näher kommt: ob ich, oder Jemand Anderes, wenn nur überhaupt eine weitere Annäherung an 


die Wahrheit erzielt wird. 
Berlin, im August 1854. Urelie. 
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Es möge erlaubt sein, sowohl um den gegenwärtigen Stand der Theorie, 
als auch den Zweck des vorliegenden Aufsatzes klar zu machen, die verschiedenen 
bekannteren Bearbeitungen der Facultäten-Lehre in der Kürze durchzugehen. 

Zunächst gegen die Krampsche Behandlung ist schon oft der Einwand 
geltend gemacht worden, dass ıhr keine allgemein- gültige Definition der analytı- 
schen Facultäten zu Grunde liege. Aramp hat offenbar den Gedanken verfolegt, 
dass eine Facultät mit gebrochenem oder irrationalem Exponenten eine Grösse 
sei, die alle dıe Eıg 


®) 


enschaften haben müsse, welche ihr für ganzzahlige Expo- 
nenten zukommen. Gegen ein solches Verfahren ist, so lange es sich um die 
Auffindung von Resultaten handelt, nichts zu erinnern; aber jedes Ergebniss, 
welches man auf diesem Wege erlangt, bedarf einer nachträglichen strengen 
Prüfung seiner Richtigkeit. Nun zeigt sich aber, dass in dem vorliegenden Falle 


die Voraussetzung, 


von welcher Aramp ausging, unstatthaft ıst; es giebt keine 
solche Facultät mit beliebigem Exponenten, wie er sich dieselbe gedacht hat. Da- 
durch erklären sich die meisten Unrichtigkeiten, die sich bei ihm finden; andere 
haben ihren Grund darin, dass auf die Convergenz und Dwergenz der angewen- 
deten unendlichen Reihen und Producte keine Rücksicht genommen ist; was 
sich auch von einigen andern Arbeiten über denselben Gegenstand sagen lässt. 
Die Crellesche Theorie geht von einer allgemeinen Definition der analy- 
tischen Facultät aus, indem sie dieselbe für eine von drei Elementen, der Basıs ı, 


der Differenz & und dem Exponenten Y abhängige und durch 
(u, +2)’ 


bezeichnete Function erklärt, deren Grund -Eigenschaften durch die Gleichungen 


(+2) "= (u, +2) (u+yao, + x)k 
(ku, + kx) = k’(u, +2)” 
(us + x) =u 


ausgesprochen werden, aus welchen dann alles Uebrige abgeleitet wird. 

Dieser Gang ist durchaus methodisch, und zeichnet sich zugleich durch 
grosse Einfachheit aus. Aber es tritt hier der eigenthümliche und, wie es scheint, 
bis jetzt nicht beachtete Umstand ein, dass es nicht bloss eine, den aufgestellten 
Gleichungen genügende Function von u, @, Y giebt, sondern unzählıg viele. 


Denn es sei (u) eine Function von z, für welche die Relation 


plu+rl)= yl(u) 


gilt, z.B, eine willkührliche Function von cos(2um) und sin(2ur), und es werde 
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1% Y F +3) y 
u,+a’ = =—(u,+x) 


r(-) 


x 





geselzt, so hat man 
j ‘ f (- +Yy-+ k) 
u+ya,tı" = ne (urya,+ 2), 
(+9) 














3 7Y+k rh 
u,+x2’" = un (u. +x)*, 
r(,) 
(+9) 
ku, u kx)” —_ — = (ku, + hx)W . 
r(,) 
g;+1) 
[u,+zx] = — (+; 
4(;) 


und findet hieraus, mit Hülfe der obigen Gleichungen für (1, + x)": 


lu, + oc |y++ ea lu, —+ x Y [u + yı, + oc} 
ku, + kx]v — ky u, + x |Y 
[+2] =u. 


Die Function [u + x ]’, welche unzählig viele verschiedene Formen annehmen 
kann, genügt also den nämlichen drei Gleichungen, wie (,+ x)”. 

Hieraus geht hervor, dass zwar, wenn man wirklich eine Function von zz, 
x, y darstellen kann, welche den in Rede stehenden Grundgleichungen genügt, 
dieselbe auch alle die weitern Eigenschaften, die Crelle daraus ableitet, haben muss; 
dass es aber nicht möglich ist, (u, + ©)” mittels der genannten Gleichungen al- 
lein, vollständig zu bestimmen, und dass daher bei den Entwicklungen, durch 
welche Crelle gleichwohl zu Darstellungen dieser Grösse ın der Form von conver- 
genten unendlichen Reihen gelangt ist, irgend etwas übersehen sein muss, was zu 
einer nähern Untersuchung auffordert. 

Bessel und Ohm benutzen zur Definition von (u, + x)”, oder, nach zhrer 
Bezeichnung, von uw” unendliche Producte , und zwar ist, nach Beiden, nachdem 
zuvor die Definition von z”” für ganzzahlıge, positive und negative Werthe von 


n gegeben worden: 


1 * 
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y Pi x 


| Ä +%, wenn >60 


ch fürn | 
(u + yx)"'*) I—- 2, wenn z<=V. 

Diese Erklärung hat allerdings den Vortheil, dass man von w”'* sogleich 
von Anfang an eine ganz bestimmte Vorstellung bekommt; und es ist auch anzu- 
erkennen, wie man, von den Facultäten mit ganzen Exponenten ausgehend, unge- 
zwungener Weise zu diesen unendlichen Producten gelangt. Aber es scheint 
mir ein wesentlicher Nachtheil zu sein, dass alsdann die zweite der obigen Grund- 
gleichungen aufhört, allgemein gültig zu sein, und es auch nicht möglich ist, eine 
Darstellungsform der so definirten Facultät aufzustellen, die für alle Werthe von 
u,®,y unverändert dieselbe bleibt. Und dann möchte ich auch fragen: wie soll man 
in dieser Weise, ohne in Willkürlichkeiten zu gerathen, die Definition der Fa- 
cultät auf complexe (imaginäre) Werthe von & ausdehnen? Und die wahre Be- 
orıffsbestimmung einer analytischen Function kann doch nur eine solche sein, 
welche sich gleichmässig auf alle Werthe ihrer Argumente erstreckt, und aus 
welcher sich auch eine Darstellung des Zusammenhanges zwischen den letzteren 
und dem Werthe der Function in einer ganz allgemein gültig bleibenden Form 
muss ableiten lassen. Das ist, so weit ıch das Gebiet der Analysıs übersehe, über- 
all der Fall, und wird sich, wie ich zeigen werde, auch für die Facultäten bewähren. 

Die neueste Bearbeitung der Facultäten - Lehre endlich, nämlich die von 
Oettinger, kann ıch, so viele schätzbare weitere Entwicklungen und Anwendungen 
der Theorie sich auch darin finden, in ihrer Grundlage gleichfalls nicht als genü- 


gend anerkennen. Die geradezu ausgesprochene Behauptun dass es nıcht nur 


5 
schwierig, sondern auch überflüssig sei, von einer allgemeinen Definition der 
Facultät auszugehen, scheint schon von vorn herein nicht dafür zu sprechen, dass 
diese Methode die rechte sei. Und dann bedient sich der Verfasser, um von einer 
Formel zu der andern zu gelangen, häufig, ganz unbekümmert, divergenter un- 
endlicher Reihen und Producte, und sucht alsdann das Widersprechende, was bei 
diesem Verfahren nicht selten in den Resultaten hervortreten muss, dadurch zu 
erklären, dass er einer Gleichung, welche unrichtig ist, wenn die darin vorkom- 
menden Grössen bestimmte Zahlenwerthe haben, gleichwohl eine gewisse formelle 
Gültigkeit zugesteht: was man nach dem gegenwärtigen Zustande der Wissen- 
schaft nicht wohl erwarten sollte. Ich bemerke hier, dass namentlich die Reihen- 
Entwicklung einer Facultät nach stergenden Potenzen der Differenz, die häufig 
zur Anwendung kommt, niernals convergirt, sobald der Exponent keine ganze 


Zahl ist. Alles was mit deren Hülfe gefunden wird, ist aber, wenn nicht unrichtig, 


so doch jedenfalls unsicher. 
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Nach diesen Bemerkungen glaube ich keiner weitern Rechtfertigung zu 
bedürfen, wenn ich die Facultäten-Theorie einer abermaligen Untersuchung un- 
terwerfe, und gehe daher sofort zur Sache über. Ich führe nur noch an, dass ich 
bereits vor geraumer Zeit in einer kleinen Gelegenheitsschrift (Deutsch-Krone, 
1543) versucht habe, sowohl die Definition der Facultäten genau festzustellen, als 
auch die wichtigsten, auf dieselben sich beziehenden Formeln und Entwicklungen 
in strenger Weise abzuleiten, von welcher Abhandlung die vorliegende als eine 


neue Bearbeitung und weitere Ausführung zu betrachten ist. 


Ich beginne mit der allgemeinsten Bestimmung derjenigen von drei Ele- 
menten u, x, Y abhängigen Function / (uw, x, y), welche den von Crelle aufge- 


stellten Gleichungen 


1) SKux,y+k)=fl(uwx,y)fu+ yx,x,k) 
2) Siku, kx,y)= krfu,s,y) 
(3) S(uw,x.1) = u 

Genüge leistet. 


Vertauscht man in der ersten Gleichung Y und %k mit einander, so erhält 


man 


SKu,x,y+k) =flu.x,k)f(u+kx.x,y). 
und wenn man hierin u — kx statt u setzt, 


JS u—kaı.z,y+k). 
Ju) ea, 


« 


. u 
woraus ferner, indem man u—kx = wa, alok = — — @ seizt, 


Flur,2,+y- w) 


(u,a2,y)= a ’ 


ur,z,-—w) 





und sodann, mit Anwendung der zweiten Gleichung, 


n u 
Sw,l, „+y-u) 





4) fu,a,y)=.a’ 


u 
fw,1, u 


folgt. 
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Stellt man sich jetzt der willkührlichen Grösse ® einen bestimmten Werth, 


beigelegt vor, und setzt 


(3.) w,1,u) = F(u), 
so erhält man: 


F(;+3) 


(6.) fu,x,y) == 0 main 
Pi) 


Umgekehrt erhellet, dass jede Function f(x, u, y), die, bei ganz willkühr- 
licher Annahme von F{w), durch diese Formel bestimmt wird, den beiden ersten 


der obigen Gleichungen Genüge thut. Denn es ergiebt sich aus (5): 


| Fer) Pla) FOReH 
fCu,x,y -+ k) — r’® —— x’ ’ u 


F(,) 
— flu.x,y)f(u+yx,2,,k), 


nr 


ro) ROH 














| F(- +3) 
f(ku,kc,y)=(kx)* F) = k’f(u,x, yY): 
Damit nun auch die dritte Gleichung befriedigt werde, ist nöthig, dass 
| FC+ 1) 
Hu,ai)e 2. —— u oder 
PR) 


Ha) =r6) 


sei; woraus, wenn man u. statt zu setzt, die Relation 
(7.) F(u+r1l)=u.F(u) 


folgt. Man sieht sofort, dass eine Function, welche dieser Gleichung genügt, die 
Legendresche I (u) ıst, und dass man, um den allgemeinsten Ausdruck von (u) 
zu haben, F(u) = y(u) T (u) setzen muss; wo unter p(u) eine periodische 
Function zu verstehen ist, welche unverändert bleibt, wenn u in u+ 1 übergeht. 
Ohne aber hinsichtlich der Theorie der 7-Function irgend etwas vorauszusetzen, 
kann man folgendermaassen fortfahren. 


Aus (7) folgt, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet: 


F(u+n) = u(u+1l) (u+r2)..(u+rn—1)F(u), 





l. Weierstrass, über die anal. Facultäten . 


7 


und hieraus, wenn a —1 stalt ı und 1 statt u gesetzt wird: 


F(n) = 1.2.....(n—1)F(l), also 
Fl) ul Fin) 
Fa ull+riu)(l+:u). (1+ 5). Fiu+n)' 


Nun ergiebt sich aber aus den Sätzen über die Convergenz der unendlichen 
Producte, die ich im Folgenden zusammenstellen werde, dass sich eine Function 


a) (rn) der positiven veränderlichen Zahl rn, wenn dieselbe ohne Ende wächst, einer 


. . i “ , ir u (in) 
bestimmten endlichen Grenze nähert. wenn der Wertlı von n“ (- Fu Ta | ) 
F 171 I ) 


für z=% nicht unendlich gross wird. Setzt man nun 


1 2. or 

(1+u(1+3u)‘ (1+-)= 

ab (n) u Br gr 
so ıst va-D” en und man sieht. dass zwar nicht ıb(z), wohl aber 
n""rb(n), fürn = 8 einen bestimmten endlichen Werth annimmt, weil für 
nn Q, 

nv (n) Bn ( u ( I\® ( l ( u u( (w+1) 
(n— 1)" wlan —1) > 1 +) 1—;) > +) 1 We 2n? a.) 
u u(u+ bb) > ( ‘ır(n) u 
=1— + 52 ‚ist, also, „_ Ba pr: ) zu 3 u(u—1) wırd, 
u e en 1 % 

Da nun ferner n”“ _( )G . ni —, I1st. so hat man: 


i | —1 
nrb(n)=u.G”" ru) Gl + zUu).--- - =, (1+ gr‘, 


und es hat das unendliche Product 
ID gyı ( (1 + =) 
per Dr a)\ 
einen endlichen, bestimmten Werth, welchen (reellen oder imaginären ) Werth 
auch haben möge. Ich möchte für dasselbe die Benennung „Factorielle von u“ 
und die Bereichtiäne Fe (u) vorschlagen, indem die Einführung dieser Function 
in die Theorie der Facultäten dem Gebrauch der F Function vorzuziehen sein 
dürfte, da sie den Vortheil hat, für keinen Werth von u eine Unterbrechung der 
Stetigkeit zu erleiden, und überhaupt. gleich den einfachsten transcendenten 
Functionen e”, sınu, cosu u. s. w. im Wesentlichen den Character einer rationalen 


ganzen Function hat, so dass sie z. B. auch nach ganzen positiven Potenzen von 


uın eine beständig convergirende Reibe entwickelt werden kann. 
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Nun ıst 
—(u+l) } - +1 .r1 url 
n („+1 + - )(l-+ a) (1+ — + 
1 Bu u 1 n ’ 
n"u.(l+,u).(l+3u)..... + — 
mithin, wenn man n + & setzt: 
Fe(u+1l) 1 
Fe(u) — 1’ OGET 


(8.) Fe(u) = Fe(u+]l). 
Verbindet man diese Gleichung mit der obigen (7), so erhält man 
Fecu)FKu) = Fe(u+1) Fu+]l); 


d. h. es ıst Fe (uw) F (w) eine Function von w, die sich nicht ändert, wenn v-+]1 
statt u gesetzt wird. Bezeichnet man daher eine solche durch p (u), so ergiebt 
sich | 
Dun f (u) 
Fu) = zZ | 
und es wırd daher der allgemeinste Ausdruck einer Function f(u, x,y), welche 
die Gleichungen (1, 2,3) befriedigen soll, durch die Formel 


Fe() (+3) 


rer) *O) 





9) fuoy)=a’ 


dargestellt „wo 





| » wu 5 =+pn | X .) ( -) 
WW) Fcu)=u A er #7 | 
ıst, und p (u) eine beliebige Function bedeutet, für welche die Relation 
(11.) g(u+l) = y(u) 


gilt. IVenn y eine ganze Zahl ist, so fällt 9 aus dem Ausdrucke von f(u,x,y) 


‚20 
we5. 


> 


Nach dem Vorstehenden ist es zur vollständigen Definition von f(w, x, y) 


nothwendig den obigen drei Grundgleichungen noch eine neue Bedingung hin- 


zuzufügen, durch welche die Function p (ws) bestimmt wird. Ehe ich aber die- 
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selbe aufsuche, ınuss ich auf eine, allen Functionen, welche den Gleichungen 
(1,2,3) genügen, gemeinsame Eigenthümlichkeit aufmerksam machen, aus deren 
Nichtbeachtung Irrthümer hervorgehen können, und wirklich hervorgegangen 
sind. 

Man hat zur Bestimmung von /(u,&x,y) unter andern folgenden Weg 


eingeschlagen. Es ist (gemäss 1,2) 


wz,y+l) = fwoy)(/ut+ryo,a,1) = m+ry®)/(u.%,y) 
/Cu,2,y+l) = f(u,x,1) /lu+ra,x2,y) = uflu+ x, ey 


und daher 
uU 


(12.) fi uU,X,Yy) = (u +7,17, S; 


u-+ Y% 


woraus an, indem man u + x, u+ 2x, u+ 93x u. s. w. statt z setzt. weiter 


ulu + 2)(u+ 2er)... (u+(n—I T) 
(u+ryı)uryceHL)....(urye+(n— l)x) 


(13.) fu, xy) = : fu .r 1 Rs, } )- 
lolgert, wo n eine ganze positice Zahl bedeutet. Setzt man ferner in dieser Formel 


u—nx statt u, so erhält man 


(u+ryce—r)(u+yr—2r)... (u+yer—nez) 


(14) SKu,,y)= 


i £ # / R IL — N. ne zz: 
(u—x)(u—2x)(u — dr)... (u—ne) K r - 


Nun ıst aber 


.. n . 6, ua Ww+ Va +2... (urn—]| 
15.) Fc(u) = Lim. ge i 








n=2 1.2 ..... (n—]1) £* 
also 
u 
2 u in 
16. eG) Lı "zz u(u+z)(u+2r)..(u+(n—1)r! 
‚u pP \ " , — — Be). E 
er ake + leer abe) 


woraus, wenn man w — x statt u, w— X statt w. — .r statt 7 setzt, 





} 7 " 
a Fe(l—-.) | \ PR Pi. (ve —z)(w —2r)... (w— nr)l 
(17.) > == Iam.in = *- a a 
- e- (U — If — { — N. 
Feil—-) BEN / \ 
folgt. Hiernach geben die Gleichungen (14,15). wenn man » = u+Yyx macht 
Zi 
Fe(;) 





ew 


(15.) flu,ao,y) = 


- -Lim. \n*.f(u+nx,.x,y)| un 
Fi-+y) = ; 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd, LI. Heft 1. > 
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r u 
’ m Fe(l— -—y) ’ \2 
(19.) Ku,c,y)= Fe ” Lim. {n® S(u—nx,x,Y)\ 





Bis hieher sind nur die Gleichungen (1, 3) angewandt. Mit Hülfe der 


zweiten ergiebt sich ferner, da 


J(u+nx,x,y) = (u+nx). rü. Ziele 


ut nı 





Ku —nx,a,y) = (u—na). 8: Da ‚Y). 











und Lim. (u + na)" — x”. Lim. (1 + #)y = a), 
Ir. | n—z N 
. \ -y y Ben N. 1 EV x), 
Lim, /n” (u — ne)’; = (— x)’. Limfl — —) =(—?r) 
Nn—& ( \ n=X& NT 
ist: 
Fe(”) 
(20) f(ua,y)= a m ‚Im. (1, . und 
Fe(- +y) hen rm) 
Fe(l—-—y) 
5 \ $ r — (| .Yy Yy, . 
(21) f(wx,y) = (-x) Ri: 2) 'Lim/f(1, N 
Setzt man © = 0, so können die Gleichungen (1, 2,3), die dann ın 
/(wo,y+k) = f(u.0,y)f(u, 0,k) 
I(ku,o,y) = k .S (u, 0, y) 


Fa, 0,3) = u 


übergehen, nicht anders befriedigt werden, als wenn man 


/(uo,y) = 


annımmt. Hieraus schliessend, dass f(w, x, y). wenn x seinem numerischen 


Werthe nach beständig abnimmt, sich der Gränze w’ nähern müsse, würde die 
Gleichung (20), 


Fe (-) 


(22.) fu...) =.’ | 
A Fe(- +9) 





geben: was mit dem vorhin Bewiesenen, dass f (u, x,y) durch die Gleichungen 
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(1,2,3) allein nicht bestimmt sei, im Widerspruch steht. Aber noch mehr. 


Die Gleichung (21) würde, unter derselben Voraussetzung, 


Fe(l—-- —y) 





(23.) (way) = (— a) 


geben, und es müsste 











Fe(l— -—y) Fe(-) Fe(-+y)- Fe(1 -.—y) 
(— 1) - - — r°- . . - — (— Er. 
| Fe(l — -) Fe(“ +y) Fe(l1— -)-Fe(,) 


sein; was ein offenbar falsches Resultat ist: wie schon daranıs erhellet. dass für 
u = x der Ausdruck links dıe Form og annimmt, sobald y keine ganze Zahl ist. 


Da die Gleichungen (20, 21) strenge Fol 


(1, 2, 3) sind, und dieselben wirklich befriedigt werden, wenn man für f(w, x, y) 


gerungen aus den Gleichungen 
irgend eine der durch die Formel (9.) gegebenen Functionen annimmt: so kann 
der hervorgetretene Widersprueh nur in der Voraussetzung seinen Grund haben, 
‚dass sich /(l, &, y), wenn der numerische Werth von x unendlich klein wird 
unbedingt der Grenze 1 nähere. Diese Annahme ist unstatthaft, indern sich viel- 
mehr nachweisen lässt, dass jede Function, welche den Gleichungen (1,2,.3) 
genügt, eine Unierbrechung ihrer Stetigkeit erfährt, wenn x, während u und 
y constant bleiben, in steliger Veränderung, vom Positiven zum Negativen 
übergeht. 

Setzt man in der Formel (9) » x statt z, unter w eine positive Zahl ver- 


standen, und wendet die Relation (2) an, so erhält man: 


i 1 Fe(w) g(w+y) 
24, WORTEN VRR TOBEER..5n. ES oo 
(24.) K | sr) . w/.Few+y) gw) 


Setzt man aber wx statt u, und — x statt x, so ergiebt sich: 


1 y Fe(— 0) g(— w+y) 
/.-,5)=-D" nr, 
la y) pw) 


In Folge der Formel ıst aber 








. . u? sin(u7) 
Fcu)F(- u) = —u. ulr(1 E= =) le Dr 
a == 1 an L 
oder, weil Fe(u) = uFc(u+1) ist: 
7% 
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u 5 ei sin (u) 
) u. u) zFe(l+u) 

daher ıst 

Fel+w-— y) sin (wr) y-w+y) 


26) Sl. ,r)= 1} 


oder, wenn man 


wF Fe ( 1 +0) sin(w— y)ı p (— u) 


‚sin(ur) 


Sr 


= Jb(u) 
setzt, wo dann ab(u), eben wie p(w), die Eigenschaft hat, dass 


Ist: 
N 1 y Fe(l —y (ww) 
(27 ,.) Hi, Eu y) 2 be y) . 
li: wI/Fe(l+uw) w(w— y%) 


Nun hat man ferner: 


(28.) Fe(u) = u(u+1)(u+2)..(urn—1)Fc(u+n), 


Fc(l)=1.2 3..(n—l))Fc(n), 
wenn nz eine ganze positive Zahl bedeutet. Nach (10) ıt Fell) =1, also 
Fe(n) ei _, wu+rl)..... urn—]1), 
n Fe(u-+ n) cu)=n 1.3.....0-D ' 


woraus, mit Berücksichtigung von (15), 


ee Fe(n) 
H er 
(29.) Lam. een + u)\ 


nz 
folet. 
Es sei nun 2 die grösseste in w enthaltene ganze Zahl, undd®e = n+w, 
so hat man: 
Fe (w) ( Fe(n) Fe(n) ) (>) 
w“Fe(w+u) nt“ Fein +w+u)' n“ Fe(w +n) n 


mithin nach (29): 
( Fcw | 


tw . Fe(w +u)f iR 


(30.) Lim. 


Fben so ıst, weil 





Fel+w—u) _ (1 ray Fe(l+w) ) (-+*) 
w"Fel+w) "A+w—,Fel+w-u) - ıst, 


Fel+w-—u) 
(31.) Lim. zer Im1, 


w“* Fell + w) 


wo x 
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folglich, gemäss (24, 27): 


| l ( ) } 
Lim.f(1 1 y) a Lim JE EB | 


( w+2 w_+2 ! f (w) 
32.) 
| l j vw) ! 
a —— Ze Y Auamma r ’ 2 
| Lim. ae ’ 10 y) 1 Lind, + Yy) \ 
at r(w-+ y) ıv (w) 4a 
Es sınd aber — und —, beides periodische Functionen von w, 
p(w) ıv (w — y) 


und können als solche, wenn w ohne Ende zunimmt, keiner bestimmten Grenze 
sich nähern, wenn sie sich nicht etwa auf Consianten reduciren. Soll Dies für 
jeden Werth von y geschehen, so müssen g(w) und ab(w) selber von u unab- 


hängig sein. Das ist aber, weil 
sin (ur) 


(u) = (— 1)" ; 


y(— u) 
ist, für beide gleichzeitig nicht möglich. Mithin können sich die Functionen 
SA,+8,y) und /l.—x,y), 


wenn x unendlich klein wird, ın keinen Falle erde einer bestimmten Grenze nä- 
hern; womit die obige Behauptung, dass f (w.x,y) = wW f(1,”,y), wenn 
vom Positiven zum Negativen übergeht, stets eine Unterbrechung der Stetigkeit 


erleide, gerechtfertigt ıst. 
3. 


Aus dem Vorhergehenden ıst zugleich zu ersehen, dass man eine Bestim- 

. . . J .n I* > Bi , : 

mung der Function, wie sie zur vollständigen Definition von f (u, x, y) noch nö- 
thig ist, erhält, wenn ınan festsetzt, es solle sich f{l, x, y), entweder für einen 


. ® 7 .. . . - | } em . ı 
positicen, oder für einen negativen Werth von x, wenn derselbe ohne Ende ab- 





nimmt, der Grenze 1% nähern. Eine dieser Annahmen ist, wie sich ergeben wird, 
nothwendig, wenn die Analogie der Facultäten mit den Potenzen so viel als mög- 
lich behauptet werden soll. 

Bei der ersten Annahme muss sich $ (u) auf eine Constante reduciren: 
und wenn man die Function, in welche alsdann /(wu,x,y) übergeht, durch (u+ 
bezeichnet, so hat man: 

Fe(-) 





(33) (wt+x) = 2V — 
Fe(-+y) 


- 


Hiernach bedeutet (4,+x)Y eine Function von u,.x,y, welche den Gleichungen 
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(+ at = (w+a)/)(uryx, + a) 
(34) (ku, +kxW = kYy (w+-x) 
(ut) = u 


genügt, und zugleich die Eigenschaft hat, dass sich (1,+2)Y der Grenze 1” nähert, 
wenn x, stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt, 


„sin(un) . 
Bei der zweiten Annahme muss ab (u) = (— 1)" ——— eine Constante 


p(-u) 


sein. Dann hat man: 











f vn re a 
(uv—aıy)=(— 2)’ - . - u . 
) Fe(-"+y) 9(-°) Fe(1-+ -) 


Diesen besondern Ausdruck für /(u, — x,y) wıll ich durch (wu, — x) bezeichnen; 
wobeı wohl zu beachten ist, dass man in den Ausdrücken (u, + x), (u, — x)Y die 
Zeichen (+)und (—) vor, nicht als zu gehörige Vorzeichen betrachten darf, so 
dass also (u, —.v)Y keineswegs die Function bedeutet, in welche (w,+x)Y übergeht, 
wenn — a in x übergeht, welche vielmehr durch (u, + (— x) )Y auszudrücken wäre. 
Es soll vielmehr, ganz in dem Sinne des Urhebers dieser Bezeichnungsweise, 
durch das (++) oder das (—) vor dem w, nur angedeutet werden, dass & mit u in 
eine gewisse Verbindung trete, die in dem einfachsten Falle, wo y eine ganze 
positive Zahl und 

(„+29 =u(u+rxr)(u+r2x).(u+(y—1)x) und 

(„— xy) =u(u—x) (u— 2x)..(u—(y—1)x) 
ist, in der That bei dem ersten Ausdrucke durch Addition, so wie bei dem andern 


durch Sudtraction vermittelt wird. 


Es ıst also 
Fe(l +9) 


Fe(l Ie -) 





(353.) (u—ı)’ =a°’. 


und es gelten für (u, — x)Y die Grundgleichungen 


(u,— x )y+k = (u — x) (u—y ee a )R j 
36.) (kuw—kay=hy.(u,—x)%, 


(u„—x)' =u, 


zu denen noch die Bestimmung tritt, dass sich (1, — x)Y der Grenze 14 nähert, 


wenn a, stets positiv bleibend, ohne Ende abnimmt. 
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Hierdurch sind nun zwei Arten von Facultäten auf völlig bestimmte Weise 
definirt, indem für beide analytische Ausdrücke gefunden sind, die für alle Werthe 


von u, x, Yy ihre Gültigkeit behalten. Es scheint zweckmässig, beide Formen 


(u, + x&)Y und (u, — x )Y 


’ 


beizubehalten, indem man, wenn die Differenz x positiv ist, vorzugsweise die erstere 
im entgegengesetzten Falle aber lieber die andere anwendet. Sie hangen übrigens, 


wie aus (33) 35) ersichtlich, sehr einfach zusammen, indem 
(37.) (u, — a) = (u—(y— 1) x, + x) und 
(38.) (w„+2V = (ury—]) 2, — x) 


ıst, Man hat ferner 
Fe(— Fe(l+-—y) sin(-)r 


(u,+(— x))’ Bang — 1)’. j = (— x) ı " N 9 
( Fe (— - +y) ( ) Fe (1 fe -) sin (- Pan y)” 











also 
sin (- 7 
(39.) (u, + (— 2))’ = (— 1)’. —— (w— x): 
sin(, — y)n 





woraus man sieht, dass (u, + (— a) )Y nur dann mit (z,— x)Y gleichbedeutend ist, 
wenn y eine ganze Zahl ist. 
Anm. Wenn man die in der Einleitung angegebene, von Bessel und 
Ohm aufgestellte Formel für die von ihnen durch w4* bezeichnete Function ent- 
wickelt, so erhält man 
we — (u,+ x), 


we = (u, — x), 


wenn in beiden Fällen & positiv ist. Hiernach kann, wie schon bemerkt, wY'* 
nicht für alle Werthe von & durch einen einzigen analytischen Ausdruck dar- 
. gestellt werden; abgesehen davon, dass die Definition von wW'* nur für reelle 
Werthe von x gegeben ist. Ferner ist es zwar dadurch, dass für positive und 
negative Werthe von & verschiedene Definitionen gegeben werden, erreicht, dass 
für positive Werthe von z allerdings 


Lim. uye — u 
r—=0 


ist; sowohl wenn x positie, als wenn & negatie ıst. Es gilt aber diese Gleichung 


nicht mehr für negative Werthe von u; also auch nicht allgemein. 
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4. 


Die bisherigen Erörterungen haben nun zwar zu einer unzweideutigen 
Definition von (z,+x)Y und (u,-x)Y geführt; es sind dazu aber vzer Bestimmungen 


für jede dieser Functionen nöthig gewesen. Dies ist, wie schon aus den im Vor- 


Or 
oO oO 
hergehenden ausgeführten Entwickelungen ohne Mühe nachgewiesen werden 


könnte, znehr, als nöthig. Ich werde daher jetzt zeigen, wie man, ausgehend von 


einer ganz allgemeinen Definition von (1, + x) und (uw, — x)%, die für jede 
dieser Functionen nur zwer Bestimmungen giebt, auf völlig systematischem Wege 
zu den Darstellungen derselben durch die Formeln (33,35) gelangt; wodurch 
zugleich die Grundgleichungen (34, 36) gegeben werden. 

So wıe sıch der allgemeine Begriff der Potenz aus dem Begriffe eines 
Products von gleichen Factoren entwickelt hat, so bildet für die Facultätenlehre 
die Betrachtung eines Produets äqwdifferenter Factoren den Ausgangspunct. 


Nachdem nun, wenn Y eine ganze positive Zahl bedeutet, das Product 
u(u+x)(u+ 2x)... (u+r(y—lD)e) 


durch (1,+2)9 bezeichnet worden ist, findet man, auch ohne dass die Eigenschaften 


eines solchen Products weiter untersucht werden, indem 


utryı 


(u+rx,+ v)” = (u,+ x)" 


ist, die Differenzen - Gleichung 
Mu,+2)  ydu 


(40.) — 


(u, + x) u 


wenn sich das Zeichen 4 auf w bezieht, und Ju = x angenommen wird. Gleich 


wie nun die Betrachtung der Differential-Gleichung 


df(u) wi ydu 
SW) wu 


zu der Potenz 44 mit willkührlichem Exponenten führt, so kann man sich die 


Bestimmung einer Function von z zur Aufgabe stellen, welche der Differenzen- 


Gleichung 


IS (u) yAu 


eng Wu 


bei einem beliebigen \Werthe von Y genügen soll. 


Io) 


\us der vorstehenden Gleichung folgt, wenn Au = x gesetzt wird: 
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fu), 


uryx 


u / u); 


/Ku+a) —f(u) 


Ku+ x) 


I 


SW)= 44 ,./u+®); 


woraus, wenn n eine ganze positive Zahl bedeutet, weiter 


I u(u+x)(u+2r)..... (u+(n—1))r) ' 
JwW= (u+ yz)(u +yc+8)..... („+(y+n—1)a) da near 
wrz) 


(42) /[W= ee nr -/(u+ ne) 


folgt. Wenn y eine ganze Zahl ist, so kann man, wie gezeigt, fu) = (1, + x)’ 


setzen. Dann hat man: 


e £ 2: (y—1)z 
went nr (tr 


urnı 





ut nz 
also 
. (u+rnz2.+r) 
Li, * Bei == 1. 
n= (u + nr)’ 
Dieser Umstand führt darauf, in der Gleichung (42) n = 2 zu setzen und sie so 
zu schreiben: 
(u,+2)”" I _. fWü+nz) 
/ x — u Wi 6 nnininennni a A, Lım. _——— 
(43) f(w) = Lim. !(u+ n«) rt AR ray 


nz» 


Es ıst daher vor allen Dingen nöthig, genauer zu untersuchen, was aus der 


Formel 


(u, + 2)" 
u. in A 
(u+nx) a 


wird, wenn die positive ganze Zahl nn ohne Ende wächst. 


Zu dem Ende schalte ich hier zunächst einige allgemeine Sätze über die 





Convergenz der unendlichen Producte ein. Dieselben sind zwar. so wie die 
damit verbundenen Sätze über die Convergenz einer bestimmten Gattung von 
unendlichen Reihen, zum grossen Theile bekannt. Ich glaube aber, wenn ich 
gleichwohl ausführlicher darauf eingehe, nicht nur wegen der ganz elementaren 
Herleitung derselben, die einiges Eigenthümliche haben dürfte, sondern vorzüglich 
deswegen auf Entschuldigung rechnen zu dürfen. weil ich überall bei den vor- 


kommenden Grössen die Untersuchung nicht auf reelle \Verthe derselben ein- 


schränken, sondern auch auf complexe (imaginäre) WVerthe ausdehnen werde. 
Crelle's Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 3 
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>. 


Einige Sätze über die Convergenz und Divergenz unendlicher 
Produecte. 


I. Wenn die Glieder einer unendlichen Reihe 
u Es ia 


sämmtlich reell, positiv und kleiner als Eins sind, und zugleich die Reihe eine 


endliche Summe hat. so convergiren die Producte 


P,=(1— w)(l— uw) (1 — 1,)..-(1— u,) 
0, =(l+u)1+u)(l + 1,)...(1+u,), 


U 


wenn 72 beständig zunimmt, beide gegen eine bestimmte, positive Gränze; 

und zwar das erste beständig abnehmend, das andere beständig zunehmend. 

Es ıst klar, dass P,, Q, beständig positie sind, und dass die erste Grösse 

beständig abnimmt, die andere aber zunimmt, wenn n beständig wächst. Es ıst 

daher zum Beweise des aufgestellten Satzes nur nöthig, zu zeigen, dass P, stets 
grösser, und (), stets kleiner bleibt, als eine gewisse positive Grösse. 


Es ist, wenn a, b, c, d :«... reelle Grössen mit denselben Zeichen sind: 
(I+a)l1+Öb) =1l1+a+rb+rab>l+rarb 
(i+a(l+Öb)1+D)>(l+a+b)l+c)>1l+arb+c 
(+a)(1+Ö)1+c)(1+d)>(l+a+rö+) I +d)>1+a+b+c+d 

u. Ss. W. 
Dies vorausgesetzt, werden = m-+-r gesetzt, wo auch rn, r ganze positive 


Zahlen bedeuten sollen. Dann kann man, wenn FE irgend einen echten positiven 


Bruch bedeutet, m so gross annehmen, dass die Summe 


Url + Um+2 2 2 u Un+r 


für jeden Werth von r kleiner als E ıst. Hierauf hat man 


Par 
P —— (1 ka Um) (1 ya Um+2) ren (1 er; Ku) 


ın 


.„” 1 > a Um+2 ee U mar > 1 ri FE 9 


also 


P,>P„(1— E), wenn n>m; 
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was gezeigt werden sollte. 
Ferner ıst 


5 = (1- 1 ul 1+ Da (1- vy®, 


und da nun, wenn 2 > mn, E auch kleiner als 


Um+1 Un 
1 2) t ..... + 1 un 
ist, so hat man: 
Un 4 Um 
ng ..». GERBED 2 mu» \ 
9: >; U, (1 l + 2) (1 “) 
1 1 Om 
0,70, (1 — FE) . O, en } u . ) wenn nz _ nn. 


(11.) WVenn dagegen die Reihe 
Us “ U}, a) I. ee 


keine endliche Summe hat, so wird, wenn nz ohne Ende zunimmt, Q, über 
jede Gränze hinaus wachsen. während P,, beständig positiv bleibend und 
abnehmend, sich der Gränze Null nähert, 


Es ıst nämlich 


P,<1+u,+14+ ---- +u,. 








und die Summe ++ ----- + wu, wächst mit n über jede Gränze hinaus. 
Ferner ıst 
Eee )--(1 ): 
ie +7 nr: | 
vw u] ® r Z _ s 
und die Reihe I? Io, SW. hat ebenfalls keine endliche Summe. Es nimmt 
—u 1—uı 
1 WURDE: RER 
mitbın u Pe mit rn, ohne Ende zu; und zwar über jede Gränze hinaus; 
n 


woraus folgt, dass On, beständig abnehmend, sıch der Gränze Null nähern muss. 


1 
Zusatz. Setzt man P,=(1—:!)(1—1}).-.-- (1 — -) ae 


5 TAB n— 1 1 “ | e 

— see, —=-,also P =(, fürn = %. Daraus geht hervor, dass die 
PR n n° n O° 

unendliche Reihe 1 


BOSBV Eu . 7 3 


keine endliche Summe haben kann. Wird dagegen 


3° 
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= -De-h u) 


gesetzt, so ıst 


Da 18 24  _ (r—-NDa+b 1.2... (a—D 3.4..... ra+D) _n+l 
RT N.n a °P N 5 PR n — 2m ” 
also ?,=};fürn= &. Mithin wird die unendliche Reihe 
FR 2 
4? 99 AT ai 


eine endliche Summe haben. 


(III) Wenn die Glieder der Reihe 


sämmtlich reell sınd, und von einem bestimmten Gliede an beständig dasselbe 


Zeichen behalten und kleiner als Eins bleiben, so wird das Product 
Pr, = (1 » Lo) (1 > 1t,) PER (1 „> u,); 


wenn 2 ohne Ende wächst, gegen eine bestirmmte endliche Gränze (die nicht 
Null ıst, sobald keine der Grössen ı,, 1, ,-.- = — L ist) convergiren, wofern 
die Reihe ı,, 1, ,--.. eine endliche Summe hat. 


Wenn aber das Letztere nicht der Fall ist, so wird 
P.,=% ode PP, =0fürn=& 


sein, je nachdem die Grössen ı,, 4 ,:----, von einer bestimmten Grösse an, 
stets positiv oder stets negativ sind. 
Alles dies folgt unmittelbar aus den beiden vorhergehenden Sätzen. 


(IV.) Auch wenn die Glieder der unendlichen Reihe 


complexe (imagıinäre) Werthe haben und die Reihe, unabhängig von 
der Anordnung ihrer Glieder, eine endliche Summe hat, nähert sich das 


Product 


P,=(l+w) (l+u,) ----- (l1+u,), 





wenn nr ohne Ende wächst, einer bestimmten Gränze, die von Null verschie- 
den ist, wofern nicht eine der Grössen u, u, = —L ist. 


Es werde vu, = v,+ ıw, und 


(1+u) (1-+ u) .---- (1+u)=p.+ In Y(p Rn 4x) = $,, 
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gesetzt, wo die Quadratwurzel positiv zu nehmen ıst. Dann hat man: 
s.= V ((1 + 0° + ©). } | ((1 + 0)” + a?) . ] (a £ c,) En ©). 


Nimmt man nunrn so gross an, dass für jeden Werth vonz, welcher — m ist, die 


Summe der absoluten Werthe von #„ und w, weniger als 1 beträgt, so kann man 
) ((1 + on)" un ©.) 2 1 + 27 . E,W, 


setzen, wo &, dasselbe Zeichen wie w, hat, dem absoluten Betrage nach aber kleiner 


als Eins ist. Bezeichnet man darauf den absoluten Werth von o, durch «‘,, so 


° 677 “ . . e 
liegt — , wenn n > m ıst, zwischen den Gränzen 
m 
(1 Tr Om+1 en En+1 Bis) A _. gen ca Em+?2 Vz +2) Be (1 Pen er RE En w,) und 
(1 > Omn+1 + Em+1 Hm +1) (1 u. m +2 + Em + 2 Wn+ 2) POtEE (1 > A + &, a „) 


Beide Producte nähern sich aber, wenn rn ohne Ende wächst, zufolge des Satzes (1. , 


’ 1“ AR ’ S, 
bestimmten positiven Gränzen: also bleibt der Werth von —, und daher auch der 
2 


Werth von s, oder Y (p} + 9.), stets zwischen zwei endlichen Gränzen, wie gross 
auch zı werden mag. Mithin muss es auch für jede der Grössen p,, 9, Gränzen 
geben, welche die absoluten Werthe derselben nicht übersteigen können. 

Nun ist aber 


Pr+1 + n+ı = (1 > ar + 10,41) (P, + 19.) und 
Pra+1”"" Pa = On+ıPn 7 Wn+ıYn ’ An+1 Bet In — („+1 „nt Varı Pr: 





woraus, wenn man statt z der Reihe nach mn, m-+J]1, ...-. m-+-r setzt. 
P m+r u =-+ Par Pa * Um+2Pm+1 » even un Im+r Pmn+r-ı 
ui Vn+l Imı vn MV n+2 Im+1 a a De ER m+r-1 
Im+r Im — . On+1 Im + On+?2 Im+1 2 PER + Gun +r I m +r 
+ MV a+l Pmn 2 m +2 Pm+ 1 2 ö + on +r Pr +r 


folgt. Es hat aber jede der Reihen 


‘) 4 c . Ua, .»...®= 


V, » WW, Ma „er. . 


unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder, eine endliche Summe; und da die 


absoluten Werthe von p,, („, Wie gross auch n werden mag, gewisse Gränzen 


nicht übersteigen, so müssen auch die Reihen 
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Po 19 i Pı v g suons . Po M) r Pı vw; una 
Yo © a Yı v yerıı. . ’n vw , 9ı w, zereee 


endliche Summen haben. Folglich kann man zn so gross werden lassen, dass für 
jeden Werth von r die Ausdrückerechts in den vorstehenden Gleichungen, also auch 
Prnsr — Pm und Im+r— Jm; dem absoluten Werthe nach, kleiner als jede gegebene 
Grösse sind. Dadurch aber ist bewiesen, dass p,, 9, nicht bloss endlich bleiben, 
wenn rn ohne Ende wächst, sondern auch beide gegen bestimmte Gränzen conver- 
giren. Ferner ist klar, dass diese Gränzen nicht beide Null sein können, weil 
sonst s, = Y (pı + 9) fürn=%& ebenfalls = 0) sein würde; was, wie vorhin 
gezeigt, nicht der Fall ıst, wofern nicht eine der Grössen 1, ld +++ —= —1] ıst. 
Dieser Fall aber kann ganz ausgeschlossen bleiben, weıl dann P,, für jeden 
Werth von 2, von einem bestimmten Werthe an, gleich Null sein würde. 


(V.) Nicht selten trıfft man eine unendliche Reihe an, deren Glieder 


U) » U ,„ U,“ U, eree. 





ein solches Gesetz befolgen, dass sich der Quotient in eine (endliche 


Un-1 
oder unendliche) Reihe von der Form 
ı , % 3 
1+ +--,+1r7z+ ---- 
Ei 
entwickeln lässt, wo @,, 4%, Ay +---- von n unabhängig sind, übrigens aber 


beliebige complexe Werthe haben können, auf die Weise, dass 


us un 
Lim. n | — — 1) zu di. 
Un—1 
ee a . en 
Lim. ( —1 — ; == Ga ‚fürn=» 
Un—1 n “ 
Un a a, 
Lim. 2,(— —1-— - — = dd, 
Un—1 n N, k 
u. Ss. w. ıst. 
Wenn in diesem Falle a, die erste der Grössen q,, @,, ----- ist, welche 


nicht verschwindet, so dass 


ur Un 
Lım. nr‘ (‚, - — ] ) —y 


nn n—|1 


ist, und es ist erstens «u >], so wird w,, wenn rn ohne Ende zunimmt, gegen 


eine bestimmte, endliche und von Null verschiedene Gränze convergiren. 


Wird dieselbe durch z bezeichnet, so kann man ferner 
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Un 


setzen, wo v, eine Grösse ist, die endlich bleibt, wie gross auch rı werden 


mag. 


Un k, 


etz -"—=1+#+- 
Setzt man m 7% 


k, h k. 
= w(1+ (+2) 2): 


Nun ist aber Lin £, — a; es bleibt mithin /, endlich, wie gross auch rı wer- 


n= 


so erhält man 


den mag. Daraus folgt, dass die Reihe 


Eeiikc 


unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder, eine endliche Summe hat, weil 
Dies für die Reihe 


gilt, wie es bereits für « —=2 ım Zusatze zu (No, II.) gezeigt wurde, und daher 
auch feststeht, wenn «2 ıst. Damit ıst aber nach (No, Ill.) erwiesen, dass ı, 
für n= & einen bestimmten endlichen, von Null verschiedenen Werth annımmit. 

Bei diesem Beweise ist allerdings vorausgesetzt worden. dass keine der 
Grössen U, Up + gleich Null sei; der Satz bleibt aber auch gültig, wenn Dies 
nur für alle die Grössen, von einer bestimmten Grösse an, Statt findet. Denn es 


sei die Grösse die mm!®, so setze man n = m-+r:; dann ist 


Um+r A, d.+] 


-1+ + 
Um+r—1 + rem): Forrur 





woraus, sobald r > m ist. 








_Um+r 1 ie a A m+1 
Um+r—1 em” Br, ET 
folst. wo au, Aluyıy + von r unabhängig sind. Mithin bekommt u„,- für 
r=» einen endlichen, von Null verschiedenen Werth. 
Ist nun Lim. u, u, 
n=2 , 


so setze mn "—=0,+iw,, un=g,.+'h,; alsdann hat man: 


Ent ihn, 


a („+ ıw,). und 
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daher, wenn man ,, — m, = 3 Hm + Mlum = (In setzt, 


Pr-+1 + !gn+1 
(n + 1)” 





U, eg Un+1 = — 


Substituirt man nun der Reihe nach +1, n+2,.... n-+r—l1stattn, wor 
irgend eine positive ganze Zalıl bedeutet, und addırt die so entstehenden Glei- 


chungen zu der vorstehenden, so ergiebt sich: 





+ Pr+r + !Qn+r 
a Upn+r — um (n+ 1). a unss n+r" , 
oder auch, wenn 


ist, und P,, einen Mittelwerth zwischen der grössten und der kleinsten der 


Grössen Puzıs ** » Pn+r, und eben so, (), , einen Mittelwerth zwischen der grös- 
sesten und kleinsten der Grössen 9,41, *--+- s Gn+r bezeichnet: 
Un, ons Ur r — (Pi > !Q,.) ® O,r ” 


Lässt man nun r ohne Ende wachsen, während r constant bleibt, so nähert sich 
u„,, der Gränze u; eben so nähert sich o, , einer Gränze, die durch o,, bezeichnet 
werden möge, und deshalb müssen auch P, „ Q,,. gegen bestimmte Gränzen con- 
vergiren; welche P,, Q, sein mögen. Man erhält daher 


„=u—0,(P,+i0Q,), 


und es ıst klar, dass P,, Q, endlich bleiben, wie gross auch n werden mag, da Dies 
für g,, An, 6, ®,, also auch für p,, 9, der Fall ıst, und also Gränzen sich müssen 
angeben lassen, die P,, undQ,,. und mithin auch P,,, Q,, dem absoluten Werthe 


nach. nicht übersteigen können. Ferner ıst 


1 1 1 
0, = n+l% + (n+ 2)" + . 3)" a .. 
1 I 1 


n+ DD? n+ DE" (a+2’(a +2 


f} l 


1 1 1 
(= 1)? u (n + 2)? — (rn + DD" 


= ( Me en Se ) Rs 
< na+D)" “+DR+2 a; n2? 


u. (- I 1 ı ) l 
— \r a+l „ n+1 re a ee. 
l 


nn” 
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En 





Man kann also o, = setzen, wo &, ein echter Bruch ist, und wenn man 


Nu—1 


e,(P.+ 10.) durch — r, bezeichnet, so hat man: 
Un 
u. =u-+r> mi? 
und es bleibt e, endlich, wie gross auch n werden mag. 
(VI.) Wenn aber zweitens a, nicht Null ist, so sind drei Fälle zu un- 
terscheiden. 
(A.) Ist der reelle Theil von a, positie, so wird w, unendlich gross für 
ne; 
(B.) Ist der reelle Theil von a, Null, so bleibt zwar w, endlich, wie gross 
auch n werden mag, 
bestimmten Gränze. 


nähert sich aber, wenn r2 beständig zunimmt, keiner 


(C,) Ist der reelle Theil von a, negatıe, so wrd „=0fürn= =». 


Es sei a, = g-+ hi und es werde 


»=(1+, (+. Br (+...) 


B (14...) au (1+ 


gesetzt, wo m eine ganze positive Z Zahl bedeuten soll, die dem absoluten Werthe 


=(1+, 


nach grösser als g, sowohl als auch 7 ıst. Dann hat man: 





I. u 2 nn: 
PnAn E Pn-1».Qn—1 Un—1 Pn.Qn 
a, , 4 ( ( Br 
— A- 2... 
(1+ Na \ı+,,) Be Le 


- (1+° + AR \ı-8+... (a -5+ TOR ) 


wo .a, u. s. w. vonn unabhängig ist. Mithin convergirt, nach dem vorhergehenden 


Un 
Satze, 5.7 g, wenn ı beständig zunimmt, gegen eine bestimmte endliche und von 


Null verschiedene Gränze, und man kann 


Un Ü 
Pla n 





® 
Un = pP... (6 ”z 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 4 
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setzen, wo e von n unabhängig ist, e, aber stets endlich bleibt. 


Setzt man g, = 9, +14",, so hat man: 


ea Fe u (1 )(ı .® N La i .) 
In In In In ae + m? + rer) ..... (1 Fam + n)? ’ 


es nähert sich diese Grösse, nach (No. I. ), wenn rn ohne Ende wächst, einer 


bestimmten, von Null verschiedenen Gränze, weil die Reihe 


und 


eine endliche Summe hat. Mithin bleiben auch y'. und g“, stets endlich. 


h 


PR 2 
Bezeichnet man g durch /r, so hat man: 
mtn 


ntin = (lH) (it i-ı); 
also 
in In- _ — [, In-ı b) In — 1-1 — 5, In: 


Setzt man in diesen Gleichungen statt 2 der Reihe nach n, rn +1, .....„n-+r und 
addırt sie dann, so erhält man: 


Me Kr In-ı =— ou (Z, fr IH n ET nn FR u 
Gm ee a — (Z, + In+t + re + En u 


Wo Gyr einen Mittelwerth der Grössen In-ı3 In ..; ER und 


7.7, einen Mittelwerth der Grössen In 7 PERERRR ER 


bedeutet. Nun bleiben aber die Werthe der Grössen links ın diesen Gleichungen 
stets endlich. während die Summe 
h h h 


tt ları + a + Iaur—1 — er ih aa 


mMHn+r—1’ 


wenn r wächst und z constant bleibt, über jede Gränze hinaus zunimmt. Daher 
müssen 9,7, 9, beide sich der Null nähern, wenn r ohne Ende zunimmt, 2 aber 
unverändert bleibt. 

Es werde nun n so gross angenommen, dass die Differenz zwischen zwei 
aufeinander folgenden Gliedern der Reihe 9,_15 9n5 Yaxız> 2, dem abso- 


luten Betrage nach, kleiner sei als eine beliebig angenommene, noch so kleine Zahl 


E; was möglich ist, weil Br _ Gn sb e—t,,, ee .und 4, beliebig 
. . .. 4 
klein werden kann, wenn nur n gross genug angenommen wird, während 9,4,-ı 


stets endlich bleibt. Ferner sei r so gross, dass auch der absolute Betrag von 
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Anr kleiner als E ist. Haben dann in der Reihe 9,_1, 9,> 9n+,-ı sämtliche 
Glieder dasselbe Zeichen, so ist g,, dem absoluten Betrage nach grösser als das 


. 


kleinste derselben; dieses muss daher von Null weniger verschieden sein, als E, 
Im entgegengesetzten Fall aber muss es zwei unmittelbar auf einander folgende 
Glieder von verschiedenen Zeichen geben, und da die Differenz derselben kleiner 
als E ist, so folgt, dass jedes von ihnen kleiner als K ıst. Man sieht also, dass 
man, wenn man in der Reihe 9, 913 +--- ‚ von irgend einem Gliede aus weiter 
geht, stets auf eins kommen muss, das dem absoluten Betrage nach noch kleiner 
als jede gegebene Grösse ist, Dasselbe gilt für die Reihe % . 913. 

Nun nähert sich aber der Werth von g, q, + 9,.9,, wenn n beständig 
zunimmt, einer bestimmten Gränze G; und wenn daher wieder E eine beliebige 
kleine Zahl ist, so muss man, ausgehend von einem beliebigen Gliede der Reihe 


Y0> Jıy + unter den folgenden stets auf eins kommen, für welches die Bedin- 


gungen >G=E 

mt ng 

7 PRP_.GHE ud 

GI <E 
oe d 4 > G_, E n »* . 
erfüllt werden. Dann hat man 9, 9, “5. d. h. es muss auf jedes Glied 
<G+E 

der Reihe 955 91, *-++- ,„ wie weit vom Anfange entfernt es auch sei, stets wieder 


ein solches Glied folgen, welches seinem absoluten Betrage nach der Gränze ) @ 
beliebig nahe kommt. Dasselbe gilt von den Gliedern der Reihe 9, , 9, + 
und somit ist erwiesen, dass sich g,, wenn n beständig wächst, keiner bestimmten 
Gränze nähert, sondern sowohl der reelle, als auch der imaginäre Theil dieser 
Grösse, zwischen zwei verschiedenen endlichen Gränzen schwankt, 

Für das Product p, folgt unmittelbar aus (Nr. I). in Verbindung mit dem 
Umstande, dass die Reihe 


keine endliche Summe hat: 


Lim.p, = %& , wenng positiv ist und 


n=» 


Lim.p,=0 , wenn g negativ ist. 


n=»2 


Aus der Formel 


u=(e+)p.9. 


ergiebt sich jetzt obne Weiteres Folgendes. 


4* 
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in " er | 
is x 
1. Wenn g positie ist, so wird der analytische Modul von w, unendlich gross 
fürn = ©; 


2. Wenn g negatıe ıst, so wird derselbe unendlich klein für n = &%; 


3. Wenn g= Aull ıst, so nähert sich derselbe, wenn r beständig zunimmt, 


. RE ®,4Qn 
zwar einer bestimmten Gränze; aber da dann u, = nt .- - und 
I = ® In . . . . 

am. —- = 0 ist, so convergirt wu, selbst, gegen keinen bestimmten Werth, 


sondern schwankt. 

Anm. Unter der hier absichtlich vermiedenen Voraussetzung der Lehre 
von den Potenzen mit beliebigen Exponenten, lässt sich der vorstehende Satz viel 
kürzer begründen. Denn es ist 


Un Un-ı U, yes g+hi ) ( g+bi 
ee u U np un nn 
Br (m 1itru Wi (1 =, (1 nn 1 e-* ) 





r 3 2 . . Un . . 
folglich nähert sich, wenn rn ohne Ende zunimmt, „gm, nach (Nr, 5) einer be- 


stimmten, von Null verschiedenen Gränze; und wenn man dieselbe durch v be- 


zeichnet, so kann man 


Un Un 
..—.— 
Ü, > 
oder u,=n- (++ =) lcos(hlogn) + ısın (hlogn)] ; 


setzen, wo v, stets endlich bleibt. Aus dieser Formel folgt der zu beweisende Satz 


unmittelbar. 
(VIL) Wenn wieder 


Un hi 
- — PR 2. WR ...; 


Un—1 n N 





ist, so weiss man, dass die Summe 
(A.) uw tue +2” +... + ur”, 


wenn n olıne Ende zunimmt, gegen eine bestimmte endliche Gränze con- 


vergirt, sobald der analytische Modul von x kleiner als 1 ist; so wie auch, 


dass sie dieergirt, wenn der genannte Modul grösser als 1 ist. Beides gilt 
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auch, wenn Z, den analytischen Modul von z,, & den von x bedeutet, für 


die Summe 
(B.) u rhE+hP®H+. + 1,8, 


Ist aber der analytische Modul von x gleich 1, so finden folgende Sätze Statt. 

l. Die Sunme (A) concergirt, wofern nicht x =] ist, sobald g negatie, die 
Summe (B) aber nur, wenn g — 1 ist. 

2. Wenn aber =] ist, so convergirt (A), und dann gleichzeitig auch (B). 


pur dann, wenn g<—1 ist; sie bleibt zwar endlich, wie gross auch 


werden mag, wenıng=—1 und NV ist, sie schwankt aber, nnd 
girt in Jedem andern Falle. 

3. Beide Reihen divergiren, wenn g Z 0 ist, indern dann weder u, x’. noch 
1,&, fürn = 2 unendlich klein werden. 
Da der analytische Modul von x der Einheit gleich sein soll, so ist die 


Summe (B) gleich 











u tb + ----- En 
Ferner, wenn 
—1+ _ | ni de aan 
Un—1 n” 
ıst. so ıst 
u \ 2 g - 7 } 2, 
= yı(1+2+5+ FE )+ -+—;+ ) 
In—1 n n n \ 
£ 
n 
Setzt man nun, indem m eine zanze positive Zahl bedeutet. die dem ab- 
’ - F 


soluten Betrage nach grösser als g ist. wieder 


7 =(1+2)(1 +.) u (1+ 5). 


so kann man, wie in (Nr. IV) gezeigt wurde, 








d 2 (: = = )p. 


setzen, wu £ von r unabhängig ist, Z, aber stets endlich bleibt. Nun ist 


Oo 


ul 
u 


PT PP mn Pr 





(m+n).p— (m+n—-1.p. =@+1.z-ı: 
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Setzt man ın dieser Gleichung statt n, der Reihe nach 1, 2, ...-- .n, so 


erhält man, durch Zusammenziehung der so entstehenden Gleichungen: 
(n+n)n mp = (g+1)(p + Ppı +---- +P.-1): 


Aus dieser Gleichung aber ist zu sehen, dass es, wofern nicht g-+ 1 = 0 ist, zur 
Convergenz der Summe 
Pıtpı + ie PP. 


hinreichend und nothwendig ist, dass (m -+ n) p, einer bestimmten Gränze sich 


nähere, wenn 2 beständig zunimmt. Dies kann aber, da 


(m + n)Pp. (1 Ki Mer 
m+n—-N)ma 4 m+n 


5 g+ 
= 1 ee RT — + .... = — +... 
( n I+7, oe“ 
ist, nur dann geschehen, wenn g+1 negativ ist, (indem der Fallg +1 = 0 aus- 
geschlossen ist), wo dann (m+n) p, fürn = & (gemäss No. VI.) zu Null wird. 


It g+1= 0, so hat man 


1 m—]1 
In = — (1 - Hin m + 1) ui: (1 |. ar j MEN und 
I 
Dual 2 De ah, 'n — (m (+ ++ ee 3 


Diese Summe ist aber (No, Il. Zus.) divergent, Mithin ist es zur Convergenz der 


Summe 


nothwendig und hinreichend, dass g<—1 seı. 
Nun ıst aber 


urtit +1,=b+t(p + ---- +7.) + (hp) + !(Ep2) + «.... en, 
Wenn daher g<—1 ist, so wird auch +4, + +1, convergiren, indem 
| Ä bn * re 2 
(t,pı) + ; (apa) fe on - u. gleichzeitig mit p, + p2t++---- -+ pP, convergirt, 
Wäre g>—1, aber er; so würde von diesen beiden letzten Summen 


die erste Bsktien) die andere aber, da 





In Pn- Pn Br 1 Na ! 
u. au | -- -(1 “; it  J(1 T )= we Ehe 2 


ist, noch convergiren ; folglich würde auch 4+-L*..... +t, divergiren. Dasselbe 
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findet Statt, wenn g=0 ist, weil dann Z, für n = & nicht unendlich klein wird. 
Man sieht also, dass die Reihe (B) convergirt, oder divergirt, jenachdem g< — 1 
ist, oder nicht, 

Hinsichtlich der Summe (A) ist es zur Convergenz zunächst erforderlich, 


dass Lim ./,= 0 sei, weshalb g < 0 sein muss. Dies vorausgeseizt, werde 


(1 + 4 g+hi (1 Pa) FE ” 
m ER 1 MN 
gesetzt, so hat man: 
Un, Un-ı _ Un Pa-ı _ ( ge+hi a, IN g+ si 
P, u Fe Un—1 2 ’” 1 nu n m ar " 1 m n+ m 
= 1 +-+....- 
N, 


Mithin kann man (nach No. IV) 
w, 
u=P, (6 nr 
setzen, wo wieder e von n unabhängig ist, &, aber stets endlich bleibt. Ferner seı 


In ge U,X —+ U,x° -H ..... + U,X" 


| 


S, P,x-+P,x” +... +P,x" 


$,= w. Pı@+ 39. Paa’ +... +2 P.x” 


dann hat man 


Sn — Ss, + $, . 


. r ad hi — 1 N } 
Nun ıst rer - (1 _ "Yı+ I — 1l+ ++ PETE 


n—1 








unddag—1<— 1 ist, so convergirt, wenn man durch (), den analytischen Mo- 


dul von P, bezeichnet, nach dem vorher Bewiesenen die Summe 
1 


0, +30; + ----- + —, 


und daher auch, indem x”, stets endlich bleibt, ‚S“,. Daraus folgt, dass s, con- 


vergirt, schwankt, oder divergirt, je nachdem das Eine oder das Andere mit $, 
der Fall ist. 

Es ist aber 
1—-x)$,=P,x +(P,— P,)®+(P,;—P,)x° +... .+(P,— P,)e""— Pe" 


0? P._ı 


> Ti 
2 c-+ + ...-+ 











— P,x + (g " gg”m1 N, PP: ge"+l 


Mm+3 MN 
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Die eingeklammerte Summe convergirt; was gerade so gezeigt wird, wie für S',, 


und Lim. P, = 0, weil g negativ angenommen worden; folglich wird auch 
(1— x) S,, und, wenn nicht 1— x = 0, auch S, convergiren. 
Die Summe (A) convergirt also stets, wenn g< 0, und nicht & = 1 ist. 


In diesem Ausnahmfalle ıst 
_ m+n+1)Poı—m.P, , 


Bi ) > 

S,+P, = P,+Pı+ eg +P,= £e+hi+l1 , 
wie es sich unmittelbar aus der im Vorhergehenden gefundenen Formel für die 
Summe 9, + pP +: --+p,-ı ergiebt, wenn man in derselben g+ hi für g und 
n-+-1 statt rn setzt. Es wird daher, wofern nicht etwag = —1 und zugleich 
h = ist, S, convergiren, wenn sich (mn + n+1)P,,. bei beständig zunehmen- 


dem Werthe von z, einer bestimmten Gränze nähert. Dies kann, da 


(m +n-+1).Pırı - ( e +hi )( a | ey 
 (m+n).P., TE a I 1+ n. AR 


r—-1+ hi 
ner ls. R 


N 


l 


ist, nur geschehen, wenn g +10 ist, indem der Falg+1=0, h = 0 aus- 
geschlossen ist. 

Ist +1=0 undh=0, so ist die Divergenz der Summe P+P -+.....+P, 
bereits im Vorhergehenden bewiesen, 

Folglich convergirt, wofern <=1 ist, die Summe (A) nur, gleichzeitig mit 
der Summe (B), wenn g“—1 ıst. 

Wenng=—1 und h 0, so bleibt der Werth von (mn + 1) P.., 
nach (No. VI.) zwar stets endlich, nähert sich aber keiner bestimmten Gränze. 
Dasselbe gilt also auch von S, und von der Summe (A). 

Wenn endlich g>—1, also g+1>>0 ist, so wird der Werth von 
(m-+n+1) P,, unendlich gross fürn=&. Mithin divergirt in diesem 
Falle $,, und auch die Summe (A). 

Damit ist der aufgestellte Satz in allen seinen Theilen erwiesen. 


Anm, 1. Setzt man statt w, den in der Anm, zu (No. VI) gegebenen 


u Un R £ ' 

Ausdruck u, = 41; + Zr , SO Ist leicht zu sehen, dass die Summe (A) gleich- 
zeitig mit der folgenden: 

a? e? 

1 +xr un D+hi er 35 ur th ws +; 


convergirt, schwankt, oder dwergırt. 
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Anm. 2. Die Sätze (V. bis VII.) stimmen, wenn man den in ihnen vorkom- 
menden Grössen nur reelle Werthe beilegt, im Wesentlichen mit denen überein, 
welche Gauss in der Abhandlung: „„Disquisitiones generales circa seriem infınıtam 


aß e(e +1)? +-D 


ER 


begründet hat. Mit der hier gegebenen Erweiterung dienen sie für eine grosse 
Menge von unendlichen Producten und Reihen, die in der Analysıs vorkommen, 
zur Entscheidung über die Convergenz oder Divergenz derselben. Aus diesem 
Grunde habe ich sie hier ausführlicher entwickelt, als grade für den nächsten 
Zweck nöthig gewesen wäre. Uebrigens würden sie sich ohne Mühe noch be- 


deutend verallgemeinern lassen. 


6. 


Jetzt zurückkehrend zu der Gleichung (43, $. 4), gebe ich derselben 



































(u, + x)" . u.(ur z)(8 +22)..... (u+(n— ]1)z) 
(u+ys, +2)" (u+ya)(u+ye +2) ..... (u+r(y+-n—1)r’ 
ı u u 
e -- (1+-)A+ 5) san (A+ —) 
= rr uU Hr + u 
ki —)(l+ -)(1 + ) FEN (1 + a 1 
. ((u+ne)”) -. ' 
und Lim. may = 1” ıst, indem ich 
4 u 
(44.) M"ul+u)(1+35u)..-- (‚) = F(u,n) 
setze, die Form: 
F(*.n) | fl . 
u . z : u nz) 
(45.) (u) — 7’. Lım. . -?* Lim. I: > . 
Fryn) ar (urn) 
Nun ıst | 
a Hr 
Fun—D \n—1 Pr n n— 1 
u uw—]1) u u 
= (1- + 7 u... \i+:+53+- 
u(u— 1) 
= 1 a te 
also convergirt F(u,n), wenn r ohne Ende zunimmt, gemäss (No, V. 3. 9), gegen 
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34 l. Weierstrass, über die anal. Facultäten. 


eine bestimmte endliche Gränze, welchen Werth auch z haben mag. Bezeich- 


net man die Gränze, die eine Function von ı ist, durch Fc (uw), so hat man: 


(46.) Fe(u) = Lim. In“. (1 + u)(1 we u) _—.. (1 PER. N, 


n—=» n—1 


oder (47.) Fe(u) = ul: ( ar 


U = L vs o.0 


Es zeigt sich aus diesen Formeln zugleich, dass F’c (w) nur verschwindet, 


wenn u der Null, oder einer negativen ganzen Zahl gleich ist. Hiernach ist 


Lim. F(;»n) u FC) 
er) Fern 








und es muss daher, wenn es wirklich eine Function /(u) giebt, die der Gleichung 


a f(urne) . 
(41) genügt, auch‘ (urnzyy einer bestimmten Gränze sich nähern, wenn n be- 


.. “ [2 - > . 2 n * . [3 
ständig zunimmt; wenigstens insofern nicht Fe(*)=dist. 3ezeichnet man diese 


Gränze durch ıl(w), so erhellet, dass 


(48.) ıb(u+x) = (u) 
: demL; Su + nz) L; Ju+r+ne) a Ai hlı 
sein muss Lim. —; = Lim, i 
sein muss, indem Lim." 7.2)3 aller erw grerys 78 ann erhält man 


Fe(”) 
49. (u) ze at m al (4). 
(49.) Fu Fer) »(u) 





Umgekehrt lässt sich nun erweisen, dass jede Function von w, welche durch 
diese Formel dargestellt wird, wenn nur ab(z. x) die in der Gleichung (46) 
ausgesprochene Eigenschaft hat, der Gleichung (41) genügt. Denn es ist 


. (u+1)( ne + 
uf (u+ l,n) geri.n 1 er + -F(u, n), 


woraus fürn =», 
(50.) Fe(u) = uFe(u+]) 


folgt. Mithin ist 
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Fe( +1) 





Ju+x)=a’ Yura)=ttH. fu), 


Fe(-+y+ 1) 


» 





oder Jurx) — f(u) _ yx 
Ju) m 


welches die Gleichung (41) ist. 
Um nun die Function x) (u) zweckmässig zu bestimmen, ist zu untersuchen, 


ob es so geschehen könne, dass /(w) auch an der angeführten Eigenschaft von 
(u, + x)”, für den Fall dass y eine ganze Zahl ist, nach welcher 


(utrne,e) _ 'E 


Lım. (u-+ nz) 


n=x% 


ist, Theil nimmt. Wenn Dies sein soll, so muss man in Folge der Gleichung (45), 
Fe(-) 
Fe(- + y) 





(51.)(u, +2) = x 


definiren. 
Nun ist in ($. 3) mittels der beiden, aus (50 und 46) folgenden Glei- 


chungen 
(52.) Fc(u) = u(u+1)....-(u+n—1)Fe(u+n) 
(53.) Fel)=1 
gezeigt worden, dass 
2 unjiäjen 





ist; wobei zu bemerken, dass hier, wie auch in (46), unter n”" derjenige Werth 


der Potenz zu verstehen sei, welcher durch die Formel 


we u?log?n 
n"=1—ulogn+ 13 + 





gegeben wird, wenn von den verschiedenen Werthen vonlogn der reelle Werth 
genommen wird; unter welcher Bedingung Fe (u) zu einer eindeutigen Function 


von u wird. 


Hiernach ist 
u 





(uns, +2) = x’. — : 
Fe(;+y-+n) 


5% 
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(urnz, +2) (nx)’ Fe( - n) n-2-V. Fe(n) 
urn) (urn m: "Fe(n) Fe +y+n) 
mithin ıst ın der That: 
(55. ee. ze 
al rm TO 


Hinsichtlich der Function Fr (w) ist noch zu bemerken, dass sie durch die 
Gleichungen (50, 53, 54) vollständig bestimmt wird. Denn aus (50 und 53) 
folgt 

u(u +1). Be .urn—l) Fe (n) 
FETTE aD Ras 
woraus sıch mittels (54) die Formel (46) ergiebt. 

Durch das Vorstehende sind also jetzt folgende Resultate erlangt. 

I. Es giebt eine, und zwar nur eine, für alle Werthe der unbeschränkt 
veränderlichen Grösse a geltende, eindeutige und für keinen endlichen 


Werth von z unendlich werdende Function Fe (u), welche die in den Glei- 
chungen 


Fe(u) =uFe(u+]), 
(56.) Fe(l)=1 und 


n".Fe(n) 
Lim. Ir (u u 1 


ausgesprochenen Eigenschaften Pr; und die durch die Formel 








dargestellt wird. 

II. Es giebt eine, und zwar nur eine, von drei unbeschränkt verän- 
derlichen Elementen, der Basis zw, der Differenz x und dem Exponenten y 
abhängige und durch (1,+ x) bezeichnete Function, welche diejenigen 
Eigenschaften hat, welche die Gleichungen 


ds Alu ,x)/ z , ut vyr 
(57.) en = ,‚ oder (u+rx.,+aı)= —. u. + x) 


aussprechen, in denen sich das Zeichen 4 auf z bezieht und Au 
so wie durch 


(urn, +2) 
(58.) Lim, ee en (= ”, 


> z 18: 


(ur nz)’ 


n—_% 











1. Weierstrass, über die anal. Facultäten. 37 


wo n eine ganze positive Zahl bedeutet. Durch diese Gleichung wird die 
Function vollständig bestimmt. Ihr allgemeiner Ausdruck ist 


PH) 
Fe(- + y) 


n U a IN’ urer |) 
—+- Y EEE Y. — 0 . . -- — 
RR) ur =a u+ yr { ( ee ur(y+ e)z\ 
=] L 


| ++... 





Y% 


59)  (u,+x) 


oder 





Aus der Formel (59) ergeben sich dann, wie in ($. 1.) gezeigt, für (u,+ =) 
die Grundgleichungen 
(u,+ 2)’ 


u 2 k Yh __ a et 
(61.) (u, +2)" = (u, +x)(uryxr, tx” , (u,+x) = + g-z,+ra)® 


(62.) (ku,+-ka) = k’(u,+ x)’ und 
(63.) (u, + 2) =u, 
aus welchen sich nun eine Reihe anderer. z. B. 


(64) (+) =] 











r " ei u 
»\Y mn a n Saas 
(66.) (u,+2%)’ = ulu+x)(u+2x)..... (u+r(y—1)») wenn Y ganz und 
Do m u 0 2 1 nn , 
(67.) (a) Ba = positiv 


u v 


Q u aı\’ (v et 
(68.) (u, +x)’ = (.): 


(,+ w)* a 


wo e und w ganz beliebig sind, u.s.w. herleiten lassen ; wie Dies in dem Crelle schen 
„Memoire sur la theorie des puissances, des functions angulaires et des facultes 
analytıques“ zu sehen. 

Ich bemerke noch, dass die Formel (43), welche aus der Bestimmungsglei- 
chung (57) folgt, durch das unendliche Product (60) zu dem Ausdrucke von (u, +)? 


mittels der andern (58) unmittelbar führt, dessen Convergenz nach dem Satze 
> - . u + e . 
(Nr. V 8.5) feststeht, sobald nicht -—+y Null oder eine negative ganze Zahl 
2 Ä 


ist. Wenn aber „+y = — m ist (unter m eine ganze positive Zahl, Null ein- 


geschlossen, verstanden), so folgt aus (68), indem man e=1,w= 1 setzt: 


el, +1)” 
and ns 
u+e’=gyıy 











33 l. Weierstrass, über die anal. Facultäten. 


BR u 1 ’ 1 | 
Aber (1,+1)”"" ist nach (65) = og; so dass also die Form og, welche in diesem 


Falle das Product (60) annimmt, durch die Natur der Function (u, + x)Y gefor- 
dert wird. 

Nachdem auf diese Weise eine Definition der Facultät (1,+ x) gefunden 
ist, die nicht mehr Bestimmungen enthält, als nöthıg sind, und die alsbald zu 
einem allgemeinen Ausdrucke, so wie zu den wichtigsten Eigenschaften derselben 
führt, gelangt man auf einem ganz ähnlichen Wege zu der andern Facultäten- 
Form (u, — @)Y/ ; worunter, um wiederholt daran zu erinnern, nicht (u. +(— x) 
verstanden werden soll, 


Sie wird nämlich durch die beiden Gleichungen 


u, — x)’ x 
(69.) _E en, und 


(u, — ı)’ 


\urnz,— 2) 


70 m. — 7’ 
(70.) Lim PEST } 
definirt; wo aber jetzt du = — x zu setzen ist. 
Dann folgt aus (69): 
(u—2,— 2)’ — (u,— ı)/ yx 
(u, — x)3 Ye u? 


u— yx 
(u— a, —ı) = e — - (u,— a). 


und hieraus, indem man u + x statt ı setzt: 


y_a+(l—ye 


(u,— x) U+rX (urz,— a); 
welche Gleichung zu der folgenden: 
? 
(u,— x)’ 
au+l-yr u+(2—y)t urn-y)e_ 2 \Y 
un (utn®,— x) 
ur% Ur 2% uU+ NT 





En a gi = 
u r pm 5. _ 
RE Wr +- vor 





1 1 -(u+nx,=2)? 
e - + e 
& En 1) ;* 14 Dad ER .* n 
n—1 
führt. Setzt man jetzt (u-+ na», — x)’ statt 
ge 
Ne a 
(u + n2)? -2ı \u+rna) ? 


n 
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und dann n = &, so erhält man, gemäss (70 und 46): 


Fe( + 1 —y) 
(71.) (u,—a) =... - .„ oder auch 





5 uhe—ye er ) u+r(@e+1—- y)z 
‘ ee Fee — 
(72.) (u,— x) T U+L n.| ur(ce+l)r 


al ++.» 


Zugleich lässt sich aus der Formel (71) mittels der Eigenschaften der 
Function Fe(u) ohne Weiteres beweisen, dass die durch dieselbe ausgedrückte 
Function (u,—x)’ wirklich die in den Gleichungen (69, 70) ausgesprochenen Ei- 
genschaften hat. 

Es ergeben sich aus ıhr für (u, + x)’ die Grundgleichungen: 

— ı)/ 
-: Yrk __ y k Y_ (u, 
+). air & — — IC Mi) u se u 
73.) (u,— x) (u,— x)’ (u—ya2,—x) , (u,—x) et 
(74.) (ku,— ka) = k’(u,— x), und 
(79.) (1, Pa. x) — U b) 


aus denen wieder die folgenden: 


76.) w—- a’ =1, 


(77.) (u,— a)’ = 


(u+ ya, — x)/ 


(78) („u — a’ =ulu— a)(u— 2%) ..... (u—(y—1)x) wenn y ganz. und 
(79) („—a)’ = = or are iR Te! positiv ist. 
h a 
(0) (u,—a) = (2) m ZT usW. 
ne 2 


hergeleitet werden*). Ferner hat man: 


1 
u +L, +2)" 


| 1 
7 Y — — 
(82.) u,2 = (urn en 


(81.) (u,——x’) = (urz—yx.+x) 


*) Es ist hierbei zu bemerken, dass, obwohl (u, — x)y nicht gleich (u, + (— z))Y ist, gleich- 
wohl alle aus den Gleichungen (73—75) ohne Zuziehung von (70) folgenden Gleichungen aus den entspre- 
chenden für (u, +2) durch Verwandlung von z in (— x) sich ergeben, 
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Setzt man enuuch in 89))u=x==1,undu—1 für y, so findet sich 








. 1 
(83.) Fc(u) = #3B>: 
und wenn man ın (’l)u=0,@2=1und—u-+] statt y setzt: 
(S4.) FuW)= (W—1" , 


so dass also die Factorielle Fc(u) selbst eine Facultät ist. 


i. 


Es ist oben angegeben worden, dass sich die Function Fe(w) nach ganzen 
Potenzen von u in eine beständig, d. h. für alle reellen und imaginären Werthe 
von u convergirende Reihe entwickeln lasse; so wie, dass die Reihe, in welche 
man die Facultät (z, + x)” nach steigenden Potenzen der Differenz x entwickeln 


kann, niernals convergent ist. Es scheint mir nicht unangemessen, auf die Recht- 





fertigung beider Behauptungen näher einzugehen. 

Zu den Ende stelle ich hier noch einige Sätze über die Convergenz der 
unendlichen Reihen zusammen, welche hıer, so wie auch ım Folgenden, zur An- 
wendung kommen. 


l. Wenn man eine unendliche Reihe von der Form 
Z a, a YP ai 


hat, wo &,Yy »---- veränderliche Grössen, und a, ß, ----- sanze Zahlen sind, 
von denen jede, unabhängig von den andern, alle Werthe von Q bis + & 
durchläuft, nnd es lässt sich nachweisen, dass die Glieder derselben , wenn 
für ©, Y, + +- bestimmte Werthe a, Yo +---- gesetzt werden, endlich bleiben, 
ross auch a, A +---- werden mögen: so convergirt die Reihe für alle 


wie g 


Werthe von x, Y -+-+-, die, ihrem analytischen Modul nach, beziehlich kleiner 


als @9 Yo sind, unbedingt. 


Bezeichnet man nämlich die analytischen Moduln von 


U.B, u... x s Y wre x 2 Yo BEER 


£ | 
durch Aa. ui ce u iv) N re & . Yo . aiutg 


so lässt sich, der Voraussetzung nach, eine (positive) Grösse G angeben, die grösser 


ist als 
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welche Werthe auch a, £ -.-.. haben mögen. Alsdann ist der Modul von a, z ----- 
kleiner als @ 2,70” »-.-, also der Modul von a, 35 +---- © y” »--.- kleiner als 
GET ne 5” 7”, und daher die Summe von beliebig vielen Gliedern der be- 
trachteten Reihe kleiner als 
a" 2 Gr 
a —A aß ENENESNENEHDSED......:RHHEEN 
SCH ... «h 7 oo. uw (a y( 1) , 
n ee 
wofern &E<&, 3, n<n- ‚ wodurch der aufgestellte Satz erwiesen ist. 


Eine Reihe soll unbedingt convergent heissen, wenn sie es bei jeder be- 
liebigen Anordnung ihrer Glieder bleibt. 


(2.) Es seien die Glieder einer unendlichen Reihe 


) di 


wg en 
Functionen beliebig vieler Veränderlichen &,Y -----, die sich nach ganzen 


positiven Potenzen von a, Y, ++--- ın Reihen entwickeln lassen. Ferner sollen 
ab, ab’, ab”, .... diejenigen Reihen bezeichnen, in welche die Reihen - Aus- 


drücke vong, p‘, @“,..... dadurch übergehen, dass jeder Coefficient derselben 


durch seinen analytischen Modul ersetzt wird. 


Wenn nun für bestimmte positive Werthe &, n,:---- von &,Y ++ die 


Reihen a), ab‘, ab“ ..... sämmtlich convergiren, so wie auch ihre Summe 


ab+ ab’ + ab’ + ; 
so ıst Dasselbe auch der Fall mit der Summe 
pp Hp", 


für alle Werthe von &, y; +-++- , die, ihrem analytischen Modul nach, nicht 


grössersind als&, 73... Und wenn man durch a, ; .- , @ua.+:: 5 «as. 


die Coefficienten von x°Y° .-...- in den Reihen füry, $ $ ----- bezeichnet und 


convergent, und gleich der Summe 


po+ p'+ p“ + .... 


Dieser Satz ergiebt sich unmittelbar aus dem vorhergehenden und aus 


dem Begriffe einer unbedingt convergenten Reihe, 
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(3.) Wenn die Reihen 


pp = Fa,; + x’y' .. , = 3053. ae ce y” use 


beide für alle Werthe von &, y,-..+, die dem analytischen Modul nach 
kleiner als beziehlich£, ,,, - sind, convergiren, so ergiebt sich aus dem vor- 


/i) 


hergehenden Satze, dass auch die Reihen 


I(a,; .--- u b,: E UURELEE 
a 
aa" =a „.„ P + PB“ = ß; sn... 
tür dieselben Werthe von &, y«-..-- convergent sind, und die Summe, die 


Differenz und das Product von g und , darstellen. 


Daraus ergiebt sıch, als weitere Folgerung: 


1.) Wenn y, p, Pa + beliebig viele Functionen von x, y. +--- sind, 
die sich nach ganzen positiven Potenzen dieser Grössen in Reihen entwickeln 
lassen, und 7 ıst eine rationale und ganze Function vonY, Pi, Pas +++- „soist 
die Reihe, welche aus F durch Substitution jener Reihen für 9, Pr Pa --- 
und durch combinatorische Entwicklung nach Potenzen von x, Y+---- her- 


vorgeht, stets unbedingt convergent, und ihre Summe ist gleich F, für alle 
diejenigen Werthe von x, y,..., für welche die Entwicklungen von g, 91 $a- +: 
es sammtlıch sınd. 

(3.) Ist aber F eine Function von @, Pp Pa + ‚ die sıch in eine un- 
endliche Reihe 

S Aa, + @” pr Pr er 

entwickeln lässt, und man setzt statt @, 91, Pay +++» ihre Reihen - Ausdrücke, 
so gelten, hinsichtlich der Convergenz der Reihe, die man aus der vorstehen- 
den durch Entwicklung nach Potenzen von x, Y, +--- erhält, folgende Be- 


stiimmuneen. 


(A.) Es convergire die ursprüngliche Reihe für F, sobald p, Y15 +--- 
ihrem analytischen Modul nach kleiner sind als beziehlich og, g,, -----, und es 
seien ı, AD +-..- die Reihen, ın welche 9, Yı+---- übergehen, wenn man jeden 
Coefficienten derselben durch seinen analytischen Modul ersetzt; ferner 


sei /(&, Y 3 +++) die Reihe, in welche F durch die angegebene Substitution 


übergeht, und &, »,--..- seien wieder die Moduln von x, yy.-...: aisdann con- 
vergirt /(&, Y, +...) und es besteht die Gleichung 


F(y, Pıs oe.) == fi, y; ser.) 





1. Weierstrass, über die anal. Facultäten. 43 


jedenfalls für alle Werthe von a, Y, ++-+-, die den Bedingungen 
hd, Is ..... ne) . lb, (£, ee) <o, .... 


Genüge leisten. Wenn daher (0,0, -....), 9, (0, O, z....), +++.» ihrem Modul 
nach kleiner als g, 9, ----- sind, so wird die Reihe f(a, y,-----) wenigstens für 
alle Werthe von x, Y,....-, welche die bestimmten Gränzen nicht überschre:- 
ten, convergiren. 

(B.) Convergirt die Reihe. ın welche F’nach Potenzen von p, 1. +++-- 
entwickelt werden kann, für alle Werthe dieser Grössen, so convergirt die 


Reihe f(x, Y, +---- ) und es besteht die Gleichung 
I(z,Y; ee ) — F(g, Y per ) 


für alle diejenigen Werthe von &, y,+---- ‚ für welche die Reihen-Entwick- 


lungen von g, Q, + sämtlich unbedingt convergiren. 





9) 


nicht unbedingt umgekehrt werden können, so dass man z. B. behaupten dürfte, 


Anm. Es ist wohl zu bemerken, dass die vorstehenden Sätze (2 


es convergire f(&, y, +...) nur für solche Werthe von @,y,.-..-, für welche Dies 
bei den Ausdrücken von $, Q,,--:-- durch die Reihen der Fall ist. Sie geben 
daher, obgleich bei vielen Untersuchungen ein nützlicher Gebrauch von ihnen 
gemacht werden kann, keineswegs die wahren Criterien, nach welchen über die 
Convergenz von Reihen, die nach ganzen positiven Potenzen einer oder mehrerer 
Veränderlichen fortschreiten, entschieden werden könnte. Diese Criterien müssen 
vielmehr aus einer andern Quelle abgeleitet werden; wie ich Solches bei einer 
andern Gelegenheit zu zeigen gedenke. Ich erlaube mir nur, als ein Haupt - Er- 
gebniss meiner Untersuchungen über diesen Gegenstand, folgenden allgemeinen 
Satz hier anzuführen. 

Es seien &,, X, ++» ‚x, als Functionen einer unabhängigen veränder- 


lichen Grösse & durch ein System von n Differential-Gleichungen 








F( dr, dr, d’r, d’r, ) 0 
{ r eo EEE _—— “ > PER 4 ..... ah 
& 19 X) u y dr ’ dr ’ dr? 2 dr® 4 9 
FE ( z dr, dr d’r, d’r, ) 0 
u X ..... a Sr ie “ u .u.... a 
1 23 ’ dr ? dr ? dr? dr? ’ 


u. 5. W. 
definirt, wo F, Fi}, +-+-- ganze Functionen von ©, &2, ++.» und deren Diffe- 
rential-Coeflicienten, die bis zu einer beliebigen Ordnung ansteigen können, 


bezeichnen, und es seien 


6* 
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Pıl@®) sy Pal) y 5 px) 


unendliche Reihen von der Form Na,x”, welche, statt &,,2,----- 2, In die 
aufgestellten « = 0..... & Differential- Gleichungen gesetzt, denselben for- 


mnell Genüge leisten: so werden diese Reihen, wenn nicht für beliebige, doch 
stets für alle solche Werthe von @ sämmtlich unbedingt convergiren , die, 
ihrem analytischen Modul nach, einen bestimmten Gränzwerth g nicht errei- 
chen. Sie stellen dann continuirliche Functionen von & dar, welche die 
Differential-Gleichungen wirklich befriedigen. Der genannte Grenzwerth 
ist aber der Modul eines solchen Werthes von &, in dessen Nähe eine der 
Functionen PX), P2(2), +++, p,(a), oder einer ihrer Differential-Coefficien- 
ten, unendlich gross wird. 

Fügt man zu diesem Satze, der auf alle algebraischen Differential -Glei- 


chungen Anwendung findet, und unter einigen Modificationen auch noch gilt, 


wenn an die Stelle von F\, F,,----- überhaupt eindeutige Functionen von &,, X, 5 
dx, dt, . ie ° o . 2 . 
a ae treten, die für keine Werthe dieser Grössen unendlich werden, noch 


einen zweiten hinzu, der die Bedingungen angiebt, unter welchen die in Rede 
stehenden Reihen, für solche \Werthe von x, deren Modul gleich g ist, convergiren: 
so ist dadurch ein Mittel gegeben, um in zahlreichen Fällen die Gränzen der Con- 
vergenz einer unendlichen Reihe von der betrachteten Form, schon vor ihrer 
wirklichen Darstellung, mittels einer nähern Untersuchung des Characters der 
zu entwickelnden Grösse, festzusetzen; was besonders deshalb wichtig ist, weil 
man dann zur Bestimmung der Coefficienten jede passende Methode anwenden 
kann, ohne genöthigt zu sein, nachträglich aus dem Bildungsgesetze derselben die 
Convergenz - Bedingungen der Reihe zu ermitteln: ein Verfahren, welches über- 
dies nur bei den einfacheren Reihenformen obne Weitläufigkeit ausführbar ist. 

Ich betrachte jetzt die Function Fe (u), und beschränke die Veränderlich- 
keit von u zunächst auf solche Werthe von u, deren analytischer Modul kleiner 
als eine beliebig angenommene ganze positive Zahl zn ıst. 

Man hat 


Fe = u (a) + Jr 18 zul: a}. 


al ++" mn—] am + 


Setzt man nun 


(de ” N ” . KEIL (ı ae] Et, (u,m), 
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so Ist 





logp(u,m) = >3—ulog(1 + =) + log (1 nu en}: 





au ++ L 
43 ‚1 (w— u) 
m 232 RR m) 
| a2 . 
Es seı ferner 
5 .(-D’(w'- u)\, 
p (1) = 2 a(« + m)" ); 


und wenn man sämmtliche Coefficienten dieser Reihe durch ihren analytischen 
Modul ersetzt: 


u + u 
| 
(u) FE a 
a=2 ».... 2 


so wırd sich nach dem zweiten der vorstehenden Sätze die Summe 
p, (1) +9 (u) ee +9Y, (1) = Ln 


nach Potenzen von u in eine convergirende Reihe entwickeln lassen. sobald die 





Summe 
22 ( u" +u ) 
alm + «)* 
al ..... DD , a=?2 ..... ee) 


für positive Werthe yon z einen endlichen Werth hat. 


Nun ıst aber 
RE. 1 1 


- 5 


(m + a)? m A Fr. a? 





und wenn man in der letztern Summe das nte Glied durch /, bezeichnet: 


—] n—1,a 
In +7 ee „Br a 
arg m mn =1—- + ....., 
(1+ ,) (1+,) 


n 








Daher ıst für a>1 die Reihe convergent ($.5, VII, 1.); folglich ist, wenn 


1 
I ——— = s, gesetzt wird, 


ayf 
(+, u + u (u + u)s 
o=Vd.,. u ;) 22 z(° ); 


a(m + «)* ur 





sn... ©, = 2 ..... s..... 
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® “ . [2 U [ * . .. 
und diese Reihe convergirt, weil , kleiner als 1 ist und die Grössen sy. Sy, +++ +- 


eine abnehmende Reihe bilden. 
Hiernach lässt sich nun log p (u, m) nach ganzen Potenzen von z in eine 


convergirende Reihe entwickeln, und daher auch, nach dem fünften der obigen 
Sätze (Nr. B), 


a \” u\) | 
/l ( u ( a; — ‚log c(u,m) 
I\e+1l, + & \ . 
GM +». N. 
Dasselbe ist für alle Werthe von z mit dem Producte 


a 


-m—1 


der Fall; und somit ergiebt sich, dass sich Fe(w) nach ganzen positiven Potenzen 
von 2: in eine Reihe entwickeln lässt, welche für alle Werthe von z, deren Modul 
kleiner als zn ist, convergirt. Nun kann aber die Zahl zn beliebig gross angenom- 
men werden: folglich muss die in Rede stehende Reihe für alle Werthe von u 
convergiren. Es ist daher Fe (u) eine eindeutige Function von w, die, ganz wie 
e"  sinz, cosu u. s. w., für alle Werthe von z endlich und continuirlich ist. 
Wenn der Exponent von (u, + x)’ eine ganze positive Zahl ist, so lässt 


sıch diese Grösse ın eine endliche Reihe von der Form 


. L 2’ ) 
2 L +), tr) + .... \ 
entwickeln, wo sich die Coeffhicienten (y),, (Y)as ----- als ganze Functionen vony 


ergeben. Nimmt man füry eine beliebige Zahl an, so verwandelt sich die vorste- 
hende Formel in eine unendliche Reihe, und man hat, ähnlich, wie es sich bei 
der Binomial-Heihe bewährt, geschlossen, sie müsse auch in diesem Falle den 
Werth von (1, + x)’ geben, sobald sie convergirt. 

Dass sich Dies im Allgemeinen nicht so verhält, wenn man für (u, + x)? 
die oben aufgestellte Definition annimmt, ist leicht zu zeigen. Aber es scheint 
mir nicht unwesentlich, nachzuweisen, dass die ın Hede stehende Reihe, wofern 
y keine ganze Zahl ist, niemals convergirt, welche Werthe man auch den Grössen 
U, &, y beilegen mag. Denn convergirte sie auch, und für alle Werthe von ı, 
die eine bestimmte Grösse überschreiten, so könnte man sie zunächst für diese 


Weerthe als Definition der Facultät benutzen. und dann leicht zu einer allgemei- 


4 In Bestı (Yy Ahasn F n 1, Y 
nen bestimmung dieser Function geiangen. 
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Wenn eine Reıhe von der Form 


S(a, x°) 


o=—n..1+r%8 


wo « eine veränderliche ganze Zahl bedeuten soll, für alle Werthe von &, deren 
analytischer Modul zwischen zwei Gränzen a und b liegt, convergirt, so giebt es, 
wofern man x auf irgend einen, ganz innerhalb dieser Gränzen liegenden Bereich 
beschränkt, in demselben stets nur eine endliche Anzahl von Werthen, für welche 
die Reihe den Werth Null annimmt; d. h., bestimmter ausgedrückt: wenn a, 
irgend ein besonderer Werth von « ist, ce der Modul derselben, und d eine posi- 
tive Grösse, die kleiner angenommen wird als die kleinste der Differenzen ce — a, 
b— c, so kann von den Werthen von &, für welche der Modul von & — x 
kleiner als dd ist, nur eine endliche Anzahl die Summe der Reihe gleich Null 
machen. Der strenge Beweis dieses Satzes, von dem man bei manchen Unter- 
suchungen Gebrauch machen kann, lässt sich aus den oben aufgestellten Conver- 
genz -Sätzen ableiten; was ich jedoch hier der Kürze wegen übergehe. 

Dies vorausgesetzt, werde in der obigen Formel (was unbeschadet der 
Allgemeinheit geschehen kann) & = 1 gesetzt; für y werde irgend ein bestimm- 
ter Werth angenommen, während der Grösse u nur positive Werthe beigelegt 
werden. Angenommen nun, die Reihe convergire für irgend einen Werth 
von u, so wird es auch für jeden grössern Werth geschehen, und es ist unter 


dieser Voraussetzung 
1 1 
p(u) = w.!1l+ (Y)ı'z + (Y)r' at 


eine continuirliche Function von z, wenn diese Grösse zwischen den Grenzen u, 


und + & liegt. 
V a ih euer 

Ä Wenn y eine ganze positive Zahl ist, so hat man g(u+1) = ; p(u) 

also 


wry HOW HN WE He ua NV +) ur N" + \. 


Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach fallenden Potenzen von u, so 


oen der andern für alle 


müssen die Coefficienten der einen Reihe den gleichstellig 


ganzzahligen Werthe von y gleich sein; woraus folgt, dass sie es auch für alle 
Werthe von y sein werden, weil sie nämlich sämmtlich ganze Functionen von y 


sind. Mithin muss die in der vorstehenden Gleichung ausgesprochene Relation 


— 
— *p(u) 





p(u + I) m 


43 
RER 
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überhaupt gelten, sobald nur beide Reihen convergiren; was bei den obigen An- 


nahmen der Fall ıst. Ferner ist 





Lim. ge nt 


u (urn) \ =’, 


(In der’That gelangt man, wenn man die angedeutete Rechnung ausführt, zu den 
bekannten Ausdrücken von (Y), (Y),, u. s. w.) 
Vergleicht man diese beiden Relationen mit den beiden für (w,-+1)Y geltenden 


ury 


(url.+1) = (u, +1) und 








welche, wie gezeigt worden, zur Bestimmung dieser Function hinreichen, so er- 


giebt sich, dass 





’ Fe(u) 
p(u) = (u, +1) = 1": Fes+3) 


sein muss. Man hat daher 
1°. Fe (u) = u®. Fe(ury).{1+(y)u’+(yhu°+....t 


für alle positiven Werthe von u, die grösser als ı, sind. 


uU 


Es sei nun y ein reeller Bruch = Pin erhebe man beide Seiten dieser 
Gleichung zur vten Potenz. Dies giebt 
Fe(u) = u’.Fc(wW+y). 1 + (*) u'+ (*) .uU?+ 
v "ie Yv 2 m...» 


Beide Seiten dieser Gleichung lassen sich nach ganzen Potenzen von u in Reihen 
entwickeln, welche, den obigen Sätzen (4,5) gemäss, nicht bloss für die erwähn- 
ten positiven Werthe von u, sondern überhaupt für alle, deren analytischer Mo- 
dul grösser als w, ıst, convergent sind. Sie müssen daher in ihren Coefficienten 
übereinstimmen, weil ihre Differenz sonst eine Function von u wäre, die für alle 
Werthe von u, welche positiv und >, sind, verschwände; was nicht möglich ist. 
Sind aber die gleichstelligen Coefficienten auf beiden Seiten gleich, so muss die 
in Rede stehende Gleichung auch für alle Werthe von u richtig sein, für welche 
beide Reihen convergiren; namentlich also auch für alle negativen Werthe, die 
ihrem absoluten Werthe nach grösser als u, sind. 


Nun werde für u eine negative ganze Zahl (— n) angenommen, so ist 


in , u 
Fc(—n) =, nicht aber Fe — n +*): folglich muss 


R. 
fi 
3 
b y r 
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+6, 


für jeden Werth von z Null sein, der > u, ist. Dies ist aber nicht möglich, und 


daher ist die Annahme, dass die Reihe 
w(l+ 6/2 /E Zn ui 012 FR Mehr ER EERE . 


wenn die Coefficienten (y),, (Y)a» ----- als ganze Funetionen von y so bestimmt 
werden, wie es nöthig ist, damit sie für ganzzahlige Werthe von y, der Facultät 
(u, + 1) gleich wird, für irgend einen Werth von wu convergire, sobald y ein 
Bruch ist, unstatthaft. 

Damit soll jedoch keineswegs behauptet werden, dass die Differenz zwischen 
(u, + 1)9 und der Summe mehrerer der ersten Glieder der Reihe, wenn z ohne 
Ende wächst, nicht kleiner werden könne, als jede gegebene Grösse. Indessen 
leuchtet ein, dass sich aus der ın Rede stehenden Reihe, hinsichtlich der Facultät 


(u,-+ x)%, namentlich was das Verhalten derselben betrifft, wenn der Quotient 


X j ö . n . . 
unendlich klein wird, ohne Betrachtung des Ergänzungsgliedes, welches der 


Reihe hinzuzufügen ist, sobald man sie mit irgend einem Gliede abbricht, durch- 
aus keine sicheren Schlüsse ziehen lassen. Ein brauchbarer Ausdruck dafür 


dürfte sich aber nur mit Schwierigkeit ermitteln lassen. 


8. 


Ich gehe jetzt zu den Entwicklungen von (u+ 4, +x) und (u+ k, — x), 
so wie von log(u, + x) und log(u, — x)Y über, welche in dem erwähnten 
Crelle’schen „Memoire” aus der daselbst als allgemeine Taylorsche Reihe aufge- 
stellten Entwieklungsformel hergeleitet worden sind. In der Gestalt, wie sie 
dort gegeben sind, ist ihre Richtigkeit ausser Frage, indem sie zdentische Umge- 
staltungen der zu entwickelnden Functionen sind, und dem allgemeinen nten 
Gliede jedesmal der ergänzende Hest beigefügt is. Anwendbar sind sie jedoch 
nur, insofern sich dieses Ergänzungsglied um so mehr der Null nähert, je mehr 
Glieder der Reihe man nımmt. Ob Jenes der Fall sei, lässt sich in den meisten 
Fällen aus der Betrachtung des Ergänzungsgliedes selbst nur schwer erkennen, 
(es dürfte vielleicht möglich sein, den in Rede stehenden Rest durch ein bestirmrmn- 
tes Integral auszudrücken, welches eine leichtere Beurtheilung seines Betrages 


zuliesse), indem der am angeführten Orte zu diesem Zwecke aufgestellte Satz, wie es 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 7 
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von dem Verfasser selbst in einer spätern Abhandlung über denselben Gegenstand 
bemerkt worden ıst, nur dann gilt, wenn die Reihe mit irgend einem Gliede abÖbrıcht. 
Aus dem blossen Umstande aber, dass die Summe der n ersten Glieder, wenn 
ohne Ende wächst, sich einer bestimmten endlichen Gränze nähert, lässt sich beı 
Reihen von dieser Form nicht schliessen, dass die Reihe der zu entwickelnden 
Grösse gleich sei. Denn gesetzt, es sei für eine gewisse Function F(x) und für 
bestimmte Werthe von x, %k, a, wirklich 


(k,—a)” PF(z) 


Ce er u e 








F(x+k)= F(x)+ =: 


wo Je = a ist: so sei ab(x) eine Function von x, welche der Bedingung 
(Ha) = u(x) genügt. Dann würde die Reihe, die sich für Au (&+k) F(a-+k) 
findet, indem 

a.ab(a). Flx) = bla) 2. F(x) 
ist, ebenfalls convergiren. WVollte man nun annehmen, es gebe dieselbe auch 


den Werth von 
UV(z-+k).F(x-+ k), so dass man also 


(k, - a) LP. F‘(x)) 


—? 





Eye 
y=l :---- © 


Ib(a+%). Flat) = ab(a). Fl@) + bla). E 


hätte, so müsste 

U (& + k) = ıb() 
sein, für jeden Werth von k, für welchen die erste Reihe convergirt; was nicht 
möglich ist, wenn man nicht für k bloss Vielfache von « nımmt, wo alsdann die 
Reihe eine endliche Zahl von Gliedern hat. 

Wenn gleich hiernach die Benutzung der in Rede stehenden Entwick- 
lungsformel in manchen Fällen nicht obne Schwierigkeit ist, so bleibt sie doch 
jedenfalls ein treffliches Mittel, um auf einem natürlichen und directen Wege 
zu vielen Reihen - Ausdrücken zu gelangen; worauf dann die Untersuchung, ın- 
wiefern dieselben wirklich als Ausdrücke der zu entwickelnden Grössen anzuse- 
hen sind, auf eine dem jedesmaligen einzelnen Falle angepasste Weise anzu- 
stellen ist. 

Für die Function (w,+ x)’ hat man, wenn man das Zeichen 4 auf u be- 


zieht und Au = x setzt: 
’ (u, + x)’ 
Alu, +2) = yx' u 
(u, +2) 
Aber esist (ur. +2)" = (u+a,+r)"(u+ra)” = — pagl also 
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(85.) Iw+a2)V) =yx(u+2,+ 2)’. 
Durch mehrmalige Wiederholung derselben Operation folgt hieraus: 


(6) 2"(Ww+ 2x) = a”rly— 1)’(u+na, + x)”. 











. y-n _n Y (u, +2) 
Aber esist (utnz, +2)” = (u+nx, + 2)”u.+ 2) = ra? also 

al, n V n n (u, +2) F 

(87.) A'(u,+x)” =a”’(y,—]) (a... Ju= 

Für (u, — x)Y/ hat man, wenn man in der Formel (69) 

noir. 2 et bene u ea > 
(u,— 2)’ u 
ut x statt u setzt: 
YT FR 
AQu,—a)’ =, ,,utrm—-2’= yılu,— a’, 
woraus weıter 
(585) P(u,— x) = x”’(y,— N" (u,— ee)” =.” 
(für du=x) 
Ben ”( 1)” j (u, — r)/ 
u ’ (w—-ya+2,+r) 

folgt. 

Die angeführte Entwicklungsformel giebt nun 

(S9.) (u+k,+ x)’ 
ei ei yy—D k(ik—x) Y-D’ (k,-aV) 7 
= (u,+ x)” (1 -) 1. 2) ee RE u +1)" (u, Di, 


wo Rt, das Ergänzungsglied bezeichnet, auf dessen Ausdruck es hier nicht weiter 
ankommt. Wenn y eine ganze positive Zahl ist, so bricht die Reihe mit dem 
y!en Gliede ab und giebt den vollständigen Ausdruck für (u + k, + x)Y. In jedem 
andern Falle aber ist die Zahl ihrer Glieder unendlich, und es ist zu untersuchen: 
erstens, unter welchen Bedingungen sie dann eine endliche Summe habe; und 
zwertens, ob diese Summe wirklich = (u + k, + 2)Y seı. 

Für den ersten Punct werde 


(y „ =. (k ‚— 2) n 
1, 1)” (u, +2) n 


gesetzt; dann ist 
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32 
% RE 22 al k k—-ncta = (1 € ’— (1 u k+ +1 +") 
Fin N utrnt—rt 
yon sc 
2 1 _ 5 + ...:.. 
n 


Die eingeklammerte Reihe, ins Unendliche fortgesetzt, hat nach dem Satze (85, VII, 1) 


eine endliche Summe, sobald der reelle Theil von 


ur k 
rn Y positiv st. 


Nun ıst, wenn x =1 zesetzt wird, 


1) yY+k 


urk,ulr _ (u,+ 
(u.+1) (u, +Dra, +1D% 


Bezeichnet man diesen Ausdruck durch (u), so ergiebt sıch 
r _ Wwry+h)u u 
g(u+l)= ee p(u) (57.) und 
Lim.g(u+n)=]1 (58.) 
Setzt man daher 


9-1, | 
la, ‚+ (ww; u FnW, 


so ist zu untersuchen, ob für alle diejenigen Werthe von u, für welche die Reihe 


convergirt, ebenfalls die Relation 
(u+y+ k)u 
(u) 


pr (u + 1) (u+y)(u+k) pP 


Erfolgt Dies, so hat man 


fı(u +1) 2 FYılu) . 
gu+l) gw)’ 


sıch ergebe. 





woraus weiter, für jeden ganzzahligen Werth von n, 


Yılu+ 1) Br Yı(u) 
g(u-+n) r(u) 





folet, Setzt man nun n = &, so erhält man, indem auch 


p(u+n)=lıs, fürn =%: 


p(u) = y(u),d.h. 
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(u, + 1yv** 
(u,+ Du, +1)* 


Wr el 
2.u(u+]) 1.2.3.u(w +) (u+r2 


(90.) 


—1+ 


für alle diejenigen Werthe von u, y, k, bei denen u+y-+ k eine positice, oder 
auch eine complewe Grösse mit posilivern reellem Theile ist. Wird dann „, statt 


k 4 ; ; ’ j ann 
u und „ statt k gesetzt, so ergiebt sich die Richtigkeit der Gleichung 
x oO oO oO 


(91) (urk,+x) 
k y—- Dikk— — — ik Co 
„31 ” eu yy—Dikk—a)  yYy—-dYy—2klk—z)(k 22) _ r 





2.u(u+2) 1.2.3.u(u+z)(u+ 2x) \ 


= (u,+% 


für die angegebenen Werthe von z, ©, Yy, k, für welche die Reihe convergirt. 


Die fragliche Relation für y, (u) lässt sich aber folgendermassen erweisen. 





Es seı 
r _3yy—D Kud en Te BG (k—v+1) ii 
ei, 1.2.....v.uwuw+D)... u+v—)) de 
so dass 
op,(u) == 24, 
= con @ 
ist. Dann findet sich 
t, 
pu+l)=uF, ss: 
= 2 > 


indem sich Z, ın ——, verwandelt, wenn u-+1 statt u gesetzt wird. Nun ist 

















aber 
_ y-r)(k—v) t, v+l1 
E Der L, . a A Ly4ı ’ 
= W+DWw+r) ’ u+rv (y—-v)(k—v) 
also 
(+ Du.tsr E vu.t, ie vu.t, 
p(ur1l)= EYE) —y-vHDk—rv+D "ger Dk-v+l)’ 
un) on00cs vl... x vd sen 


ındem ın der letzten Reihe das Glied, für welches v = ıst, sich auf Null redu- 
cırt. Es ıst aber 


BB "Ne u(y+1) ak) 
y-v+D(k—-v+D (dk-y)y-v+l) y-k)(kk—v+1)’ 





und daher 


uy+Di  —__ Wk NMi 
pu+D= Lay HD” hr HN? 


—D) .uun 
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Ferner }st 
(v+1D)(u+rr) 








en 
j se+Dwurnta sr(wtr— Dt 
also <yr)i, — u / on =. g Pre . 
: ” v0 +.» © v0 +... o 
Ro u v(u+rv—]) 
mithin x(y u Pi 0. 
v(u+r—]) (k + 1)(u+%) 
Aber es ıst y —V nv 2 u = (u + Y + k) u. * Eee 1 . 
Pr „k+D(wu+%) 
mithin S(ury+l)t,— 2 = re ,=0, oder 
y&k+Dt, uryrk 
u Br pılu). 


Vertauscht man in dieser Gleichung k und y mit einander, so erhält man weiter: 


y+Dte _ury+K 
—k—-rv+l u+ry yılu), ' 





und, durch Verbindung beider Gleichungen, die zu beweisende Relation 
in - 


u(u+y+Ä) 
(ury)(u+k)F 





p9,(u+l)= (u). 

Die Formel (90), eine der wichtigsten in der Facultäten-Lehre, findet 
sich in der oben erwähnten Abhandlung von Gauss, wenn auch in etwas ande- 
rer Form; ich habe sie hier hergeleitet, ohne die allgemeinen Relationen, aus 
denen sie dort hervorgeht, vorauszuselzen. 

Die Reihe für (u + 4, — x)’ lässt sich auf ganz ähnliche Weise finden; 


noch leichter aber aus der vorhergehenden herleiten, indem (nach $1) 
(u+k,— a)” = (urk—(y—D)x,+2) 


ist, und daher ın (75) rechts, nur (zw, -+ &)” in (u—(y—lD)x,+2) = (u, — x)’ 
zu verwandeln und in der eingeklammerten Reihe u—(y—1)x statt u zu setzen 


ist. Da nun aber 


(u,— 2)y (u, — x)’ 


. — un N fe gs 
u-(y-De, +2" Wyaerna,— a)" (us — 2)” (73, 82), 


ist, so ergiebt sich 
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92.) (u+k,— x)’ = (u,— x)’ +y(u,— a) ‚4 I ne k— x) 
yy—-D(y—2) 


ee) 7 2 we u x) + ----- D. 
Dem Obigen zufolge gilt diese Reihe für alle Werthe von u, x, y,k, für welche 
— (y—-Dr+%k h 
der reelle Theil von * — 2 BR +y= — + 1 positie ist. 


Betrachtet man dagegen die Reihe 


‚I((y,—)D’ u 
>> pl 1)’ (lt, 


zu welcher man gelangt, wenn man (u+ k,+ 1)” auf ähnliche Weise entwik- 


kelt, aber Au = —1 setzt, so ist dieselbe, weil 


(u,+1)? (k, +1)’ r (u „+l)’(k, +1)’ _ (+ D%- k,+ 1) 
(w+y-v,+1) (wur+ry—1l,-19 "(A-u-y+b 








(93.1.1) (+1) = 


ist, in Folge der Gleichung (75). wenn in derselben 1— u— y statt „,—% statt k 


und x =1 gesetzt wird, sobald der reelle Theil von 1—- u—k positiv ist, gleich 


(u, +1’ 1 —u—y—k,+D% _ .@,+1)r 


d—-u-y,+1)?  @u,-1% 
Also ıst 
94) (ur? +y (++ III + klkk+1) 
yy—M(y— 2) ie u,+1)% 
+73 3 (Wu HDTRkHDk+M) +... 2 = nn (-u=k,-1)%, 


und zıcht = (u+k,+1)% , wofern y keine ganze Zahl ist. Es ist aber 


w+1Y Fe(u).Fe(l— u) sin (u) 
(-u,—-—D’” Few+y). Fel—u-y) sin(u+ y)r’ 








und die Summe der vorstehenden Reihe. wenn sie convergirt, ist daher 


sin (u) sin (u +k+ Wr, 


sin(u + y)sin(u + k)r (utk,+D; 


wie dies bereits O/ırn bemerkt hat. Man hat hier eın treffendes Beispiel zu dem 


oben Gesagten, dass man beim Gebrauch der Formel 


ee PFw) k(k—u) N’F(u) (k,— Au)” „ 
Fee) Tr Tan rt 

















56 1. Weierstrass, über die anal. Facultäten. 


nicht schliessen dürfe, es sı A,=0V fürn = x, sobald die Summe der n ersten 
Glieder bei stets wachsendem Werthe von n sich einer bestimmten Gränze 
nähert. Hierdurch unterscheidet sich diese Entwicklung wesentlich von der ge- 
wöhnlichen Taylorschen; denn bei der letztern ist wenigstens für alle dieje- 
nigen Functionen, auf welche sıch der ım vorhergehenden Paragraph angeführte 
allgemeine Convergenz-Satz bezieht, stets 


u F(u) ke” 
du" (1,,.1)7' 


n=] n 


Fu+d)= F(u) +2 


sobald die unendliche Reihe eine endliche Summe, und z nicht einen derjeni- 
gen besondern Werthe hat, in deren Nähe der Gang der Function F eine ge- 
wisse Eigenthümlichkeit hat. 

Aus (75) folgt 


1 (urk, e. u 1) Sn DR. dm D k—x yy-Dwy-2d. (k-z)(k—2r) 


2 (u.+ x) 3 u(u + x) “En u(u +2) (ur2x)N 


Nimmt man nun an, es sei die Summe - +y ın ıhrem reellen Theile positie, so 


kann man k so klein annehmen. dass die Reihe rechts convergirt und die Formel 


nach ganzen positiven Potenzen von %k entwickelt werden kann. Thut man Dies 





und setzt dann k =, so ergiebt sich : 
05 olog(w +2) _y_yW-D _=8_ vy-Dw-D, "A 
(99. u u 1.2 u(u +2) 2.3.3 uu+ 2)(u + 27) ” 
(y» 1} (l,+ hr! 
n—l, Bi mn 
+( 1) 'dq, ‚+D” (u +2)" A u 
y _yy-D Kr „ye-Bo-9, 2? 
u 2 uluU ++ X) 3 uurz)(ur2r) 


Nun ergiebt sich aber aus der Formel (71). wenn man in derselben n — 1 statt 


n und uw —+ x statt u setzt: 


(urr,+2).r" 


n—-I f Ba u n—l, 
A (u + X en m x) == (y 3 1) (ur. ee 


‚ fürdu=x; 


und wenn ıman Jjetzty =— 1 setzt: 


( » Alle \r n—l, ee REED — > 
(96.) (. )- ( 1) u ’ t Jr A 


folglich 





i 
3 





l, Weierstrass, über die anal. Facultäten. 57 








” dlog(u, + x)’ y.ywy-)D) 1 y(y—1)(y — 2) 1 
). Hr) + 


ou u 1.2 
(y.— 1)" l 
. 9 a (=) + are 
d,+D u 
m | u u 
Nimmt man ferner an, dass nicht nur „+ y, sondern auch 5 dem reellen 


Theile nach positie sei, so erfahren die Grössen auf beiden Seiten dieser Gleichung 
bei keinem Werthe von u, für welchen diese Bedingungen erfüllt sind. eine Un- 


terbrechung der Stetigkeit, und man erhält durch Intezration: 


| (y—] h v(y—1lıy—2) „ 
(95.) log(u,+ x)’ — y.logu+” 13 gogu+ 133 —flogu-+ ..... 
(y.—I 1-1 
+1, + ee 


Die Integrations-Constante ıst nämlıch = Ö, indem, wenn man u + vx statt ıu setzt 


r oo. . . N nn. 1 f . 
wo v eine ganze positive Zahl ist. sowohl 4" log u als auch log(.+2)% —ry log u 
(u,+r)' 
; a es 
== og y für» = © sıch auf Null reducıren. 
Da 
sı y ’ Eu un MB > a 2 . 
(u,+)"’ = (u. +2) (uryo,+te)=(u+2’ (utrvre.+a 
also 
M un (u,+2) |, EN y 
u.+rr”’= u-+rrı.+tr 


(u+yr,+z) 


. ° ar r | - 
ıst, und man die vanze positiv e Zahl 2’ so eTOSSs annehmen kann, 0455 sowohl r — v 


als +rıY ihreın reellen Theile nach positiv sınd, so folgt, dass die Formel /S1) 
in allen Fällen zur Berechnung von (1. + x)9 ausreicht. 
1 


(u+r,+r)” 





Aus der Gleichung (u, — x) = ergiebt sich ferner, wenn 


u u 
sowohl . +1 . als auch “ +1l-y, 


ihrem reellen Theile nach posztze sind: 


/ \ f ) D\ 
Si y(y+D y(y+Diy+2) „ | 
(99.) log (u, —x)’ = ylog(u+2r)— 73 'Flog(u+x +” 133 2 log (utx)-... 
Eh . HT CE IS loo(urx2)+ 
. (l,+ 1)" IN BE 


wo wieder, wie in (Sl). — Ju= x zu setzen ıst. 


Crelle’'s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. = 











58 l. Weierstrass, über die anal. Facultäten. 


Ferner hat man 





ORREENN EEE" SOPIE SIG ERBE. 
’ J b) x u . U+YyC+L, +2) 


(urve,— r)’ 


(u,— a)” = (u,— a) "ut un, a) np: 


also 


u Eee y 
(100.) (u,— x)” = Fr (utrvae,— x)’, 


und es lässt sich wieder in allen Fällen » so gross annehmen, dass die Formel (83) 


zur Berechnung von (u, — x)Y benutzbar ist. 


9, 


Um eine Anwendung der im vorhergehenden Paragraph entwickelten For- 
meln zu geben, will ich daraus die Ausdrücke der trigonometrischen Function 
durch Facultäten herleiten 


Es ıst für z = sın u: 
2° 3 1.88 


1 s er 
=: +1 +. ct ten 
in er a or a Aa 


für alle reellen Werthe von z, zwischen den Grenzen — !x und + }, diese selbst 
nicht ausgeschlossen. 
Ist nun zn eine ganze beliebige (complexe) Grösse, substituirt man den 


vorstehenden Ausdruck von z ın die Reihe für 


2 u 


ee" = 1+ (mi)u + (mi) nu + (m) 753 +.» 





und entwickelt dann die Formel nach Potenzen von z, so muss die daraus hervor- 


gehende Reihe, die von der Form 


„mus 


e”” == 360,2”) ze Z(e,mn'u) 


e—=d ur. an ad ..... ao 


ist, in Folge des Satzes ($. 7) ebenfalls für alle jene Werthe von w convergiren. 


9, unter welcher die vorstehende 


Gleichung Statt findet, festgestellt ıst, kann man sich zur Bestimmung der Coefh- 


Nachdem auf diese Weise die Bedingun 


cienten irgend einer passenden Methode bedienen; z,B. durch zweimaliges Diffe- 


rentiiren, indem 


d., sin? u 


— asın""uwcosu, 
du 


PR a, 
d’sın? u : . 
Fr. (« — 1) sin” ucos’u — asın"u, 


— a(a — N)sin?u — oa? sin“u 
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ist, und daraus 


— m’e"' = Fa,(a (a — 1)sin””u — a* sin“ u) 


AU «m 


= 2((a+2)(a+1)a,..sin®u)— 2 (o°a,.siutu), 


ARE: ;' IE ; 
1 mui ! 2 ‘ Eu. 
oder au Der: (a,—(a+1)(a+ 2)a,,). sin“ u 
herleiten. Dann muss 
LIVE Ze 
Fun (a’0,-(ar1ar9 9a) = Qu 3 
oder a? — m? 
a 


“+2 7 (g+1)(a + 2) 
sein. Hieraus ergiebt sich 


a = a a u ad A ' ‚„(m,— 2) (m,+2) 11 (m,— 2)’ (m, +2) 
»— . Wi, +i ’ (2, +2)(1,+ 2) / (GG, 
im(3m —,,— D’/(—!m—1!,— 1) / ‚„ miim—1,—2)(m-+1,-+ 2) 
Q,,,1 =(—1)’ N 


1,+1)@,+1’ 1,4 1724 iu 


ındem dann einerseits wirklich 


au (m—2(—1))(m+2v—1)) (2v — 2)?— m? 

ee (2v — 1)-2r a 

Anıı | (m—1—-2(— D)(m+1+2(—-D) _ @r— 1)? — m’ 
Te 2v-(2v+-)) 0 2er +12) 


ist. und andrerseits durch Substitution der Reihe v = sinzw. + --.-- in die für 


mu; 


e”“, a,=]1,a, = misich findet. Man hat daher 


„am, (im, . „1,8, 2,m— 2m, +2) 


u ui Di Ab 2" ud Se AR PER BEE) Y U Bym—m4 +2) .., ] 
(101.) cosmu = 2 asyayn m u(=-,( l) de sin”ul 


an Un-h-l-in-h-D 2, 
(102.) sın mu =mZ| d.+lyC,+ nt 





„‚m(m—1,—:)”(m+1,+2)' 


—=m2\—]) Erde 
\ 


dd. +ipya "sin u 


el n 
für jeden Werth von m, und für alle diejenigen reellen Werthe von u, die nicht 
ausserhalb des Intervalls — 4 und +} liegen. 


Setzt man nun u=!T,. und 2m stalt m, so erhält man durch Verglei- 


5 * 
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chung mit der Formel (90), indem man in derselben u=e},y=m,k=—m, 
3 iu . 
undauchu=,y=m—},k=—m-—1! setzt: 
(103 
3.) cosmr = Een 
\ ) (3; A Dr“ (3 ‚+ 1)” 
2m-.(5,+ MD! l 
und sinm =——— 7 ————,, oder, weil 3, +1)'!=; ı > 2, 
@>+D °G;+D ° 1 


| 


1,+1D”" = (1,+1’@,+D”" "und, +)” = (L,+1) @,+D "ist, 


4m(l,+DA,+D)' 








(104.) OMT= AT LDmA,+ Im 
Dividirt man diese Gleichung durch m und setzt darauf m = (0), so ergiebt sich: 
(105.) VYr=(l,+1), 
und daher 
| mr 
(106.) sın nt —= (1, + 1)” (1, +1)+” . 
) 1 ' R 
Da (nach 83) (1,+ 1)" = Fell + m) !5b so erhält man aus den vorstehen- 


den Formeln: 
(107.) sinn = mr Fe(m +1) Fe(l— m) =nrFe(m) Fe(l — m), 


| 1 
Feb) .,,. 
Fe(m + 3) un 


(109.) cosmt = nr Fe(} + m).Fc(}3 — m); 


und, da 6.+1)"” = 


übereinstimmend mit (107), wenn man dort m +} statt m setzt. 

Alle diese Formeln gelten, nach der hier gegebenen Ableitung, für jeden 
reellen und imaginären Werth von m. Man sieht daraus, dass der Gebrauch 
der Function Fe(w) vor der Anwendung von T'(w) insofern im Vortheil ist, als die 
letztere, wenigstens nach der gewöhnlichen Definition, nur für positive Werthe 
von u eine Bedeutung hat. Dabei bemerke ich jedoch, dass T(u) auch als be- 
stimmtes Integral so zu definiren sei, dass die Beschränkung wegfällt. Hierauf 
gedenke ich bei einer andern Gelegenheit zurückzukommen , indem überhaupt 
die Formeln, welche den Zusammenhang der Facultäten mit bestimmten Inte- 
gralen darstellen, in dieser Beziehung eine nähere Untersuchung verdienen. 


Braunsberg in Ostpreussen, den 20. Maı 1854. 
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2. 


Wie eine Tafel der untheilbaren Factoren der 
Zahlen bis zu beliebiger Höhe möglichst leicht 
und sicher aufzustellen sei. 


(Vom Herausgeber.) 


1. 


Eu 
k; giebt eine solche gedruckte Tafel, die bis zu Einer Million und 


Zwanzig Tausend reicht, unter dem Titel: 


Cribrum arılhmeticum sive tabula continens numeros prımos, @ 
compositis segregulos, occurrentes in serie numerorum ab unıtate 
progredientium, usque adl 000 000 et ultra haec ad 20 000, numeris 
compositis, per 2,3, d non divıdus. Adsceripti sunt disısores sım- 
plices, non minime tantum, sed omnino omnes. Confecit Ladıis- 
laus Chernac, Pannonius, A. L. M. Philos. et medıc. doctor, ın 
almo Iyceo Daventriensi Philos. professor. Daventriae, sumptibus 


auctorıs, literis J. H. de Lange Typogr. Anno 1811. 


Die Tafel füllt 1020, etwas niedrige Folioseiten. 
Eine andere, bis zu Drei Millionen reichende gedruckte Tafel hat den 
Titel: 
Table des diviseurs pour tous les nombres du 1”, 2° et 3° million, 
avec les nombres premiers qui s’y trowent; par Burckhardt. 


Paris, chez Bachelier 1817. 
’ 


Sie hat ebenfalls das Folioformat. 

Die Chernacsche Tafel giebt vollständig und sehr deutlich an, was man 
sucht, und, wie es ihr Titel besagt, sämmtliche untheilbare oder Stammfacto- 
ren (Priinfactoren) der zusammengesetzien Zahlen ; so wie auch sehr deutlich die 


Stammzahlen (Primzahlen). Die Burckhardtsche Tafel giebt nur die kleinsten 
S 








62 2. Zur Aufstellung einer Factorentafel. 


Factoren der Zahlen an; und dies wenig einfach und deutlich. Sie erfüllt also 
weniger ihren Zweck, als die Chernaesche Tafel, weil von jeder vorausberech- 
neten Tafel verlangt werden darf, dass sich Das, was sie anzugeben bestimmt ıst, 
unmittelbar, ohne alle Mühe und weitere Rechnung darin finden lasse. 

(sedruckte Tafeln, welche weiter reichten als bis zu 3 Millionen, giebt 
es, so viel dem Herausgeber bekannt ist, nicht. 

Dass nun eine möglichst weit reichende Tafel der Factoren nützlich sein 
würde und zu wünschen sei, wissen Alle, die sich mit der Zahlentheorie beschäf- 
tiren; und auch Andern wird solches nicht erst nachzuweisen nöthig sein, da jede 
Wahrheit, in jeder Form, nützlich ist; wenn nicht unmittelbar und sogleich, so 
doch mittelbar, und ın der Folge, Es käme also darauf an, wie eine Fortsetzung 


der Tafel der Factoren der Zahlen arn angemessensten aufzustellen seı. 


2. 

An sich selbst würde kaum etwas einfacher sein, als die Erfüllung der Auf- 
vabe. Man dürfte nur alle Stammzahlen , mit sich selbst und mit einander, auf 
alle mögliche Weise multiplieiren. Die Producte würden alle möglichen zusam- 
mengesetzten Zahlen mit ihren Factoren geben, und die Stammzablen blieben 
übrig. 

Da aber offenbar die Mühe einer solchen Rechnung bald bis ins Unüber- 
windliche steigen wiirde, so kommt es zunächst auf die möglichste Erleichterung 
derRechnung an. Doch die blosse Erleichterung genügt nicht; es kommt auch eden 
so nothwendig auf die möglichste Sicherheit der Ergebnisse an. Nur dasjenige 
unter den verschiedenen Mitteln zur Erlerehterung wırd das bessere sein, welches 
ugleich die möglichste Sicherheit gewährt. 


Kın solches Mittel dürfte folxendes sein. 


3. 


\Vie es auch in den beiden oben genannten Tafeln geschehen ist, können 
alle mit 2, 3 oder 5 aufgehenden Zahlen in der Factorentafel ganz übergangen 
werden. weıl siennicht allein unmittelbar kenntlich sind, sondern auch ıhre Theilung 
mit 2,3, D. so oft wiederholt, bis man auf Quotienten kommt, die nicht mehr mit 
2,3, D aufgehen, allzu leicht ist, als dass es rathsam wäre, ihnen den, für sie nöthı- 


gen Raum zu opfern, der beinahe dreivsertel des gesammten, für alle Zahlen nöthi- 


sen Naumes ausmacht, 
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Die Tafel braucht also immer nur diejenigen Zahlen, welche zucht ınit 2, 

3,5 aufgehen, und ihre Factoren anzugeben; aber dann alle ihre Stammfactoren. 
Es werde, der Kürze wegen 

Jede mit 2, 3 oder 5 nicht aufgehende Zahl durch E bezeichnet, jede 


Stammzahl ım Allgemeinen mit p, und jedes Produet von RK und 


E,durch P=pE. 


A a 


Man würde nun, um die auf die Zahlen E beschränkte Tafel mit allen 
ihren Stammfactoren aufzustellen, alle E, bis zu einer gewissen Grenze E, der 
Reihe nach mit allen p, von dem kleinsten in Betracht kommenden p=177 an, zu 
multipliciren haben. Die Producte P sind sämmtlich wieder nur Zahlen, die 
nicht mit 2,3, 5 aufgehen, also nur höhere E> E, weil beide Factoren pund E 
der Producte P = p& nıcht durch 2, 3, 5 theilbar sind. Auch geben die Mul- 
tiplicationen die E alle, bis zupE. Denn wäre ein E>E, vorhanden, auf 
welches keines der Producte zuträfe, so könnte dasselbe doch immer nur Facto- 
ren aus der Reihe der » und der E< E, haben; und alle Multiplicatoren aus 
der Reihe der p und der £E< E, wurden berührt. 

Will man nun mit der Factorentafel z. B. bis zu 

der Grenze B 


gehen, so würde man alle X, von dem kleinsten Z=7 an, bis zu demjenigen E, 
nn, ’ 
welches zunächst — 7 51, je mit allen p, vom kleinsten p = 7 an, bis zu p nächst 


—yYB,zu multipliciren haben; denn p nächst < Y BD, mit E zunächst < zyB 
multiplicirt, giebt ein Product, welches zunächst < B ist. 
Will man daber zunächst z. B. bis za 5 = 7 Millionen geben ( weshalb 


grade bis zu sieben Millionen, wird sich weiter unten in ($. 14) zeigen), so muss 


man mit dem kleinsten p=7 alle E, von dem kleinsten E=7 an, bis zu 
7.000 000 | | 
E=—7-= 1000 000, mit dem nächsten p=11 alle E, von dem kleinsten 
7 000 000 7 000 000 . 
E=7 an bıs zu E<- I — 636 361, welches zunächst ua, mul- 


tipliciren, und so weiter, bis ıman zu demjenigen P° gelangt, welches zunächst 


— V 7000 000 = 2645,751 ----- also = 2633 ist, und ınit welchem dann alle E, 


von dem kleinsten E=7 an, bis zu demjenigen E = 2641 zu multipliciren sind, 


welches zunächst < Y B = 2645,751 ist. 
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Eigentlich wäre es nicht nöthig, immer mit den verschiedenen p, die E, 
von dem kleinsten E=7 an, bis zu E zunächst <Y B, zu multipliciren, sondern 
nur die von p selbst an, weil man sonst viele Producte mehremal findet; ». B. 


wenn die =17, 11, 13, 17 .-..- ‚stets von E=7 an, erst mit 7, dann mit 11, dann 





mit 13 u. s. w. multiplicirt werden, so findet man die Producte 7. 11 oder 11.7, 
7. 13 oder 13. 7 u. s. w. zweimal. Indessen ıst es nicht rathsam, diese Erleich- 
terung sich zu gestatten, weil man dadurch zahlreiche Proben der Nechnung ver- 


lieren würde. 
5. 


Es fragt sich demnach, wıe die Zahlen E mit den verschiedenen p, nicht 
allein mit der wenigsten Mühe, sondern auch am sichersten zu multipliciren seien. 
Die Tafeln, welche zu dieser Vorbereitung der Factorentafel aufzustellen sind, 
und welche die Producte P=p. E enthalten, sollen Produetentafeln heissen. 

Eın wesentliches Mittel, die Sicherheit der Multiplicationen zu fördern, 
besteht darin, alle Zahlenreihen, welche wzederholt vorkommen, nicht wiederholt 
zu schreiben, sondern sie drucken zu lassen; und zwar nicht mit beweglicher 
Schrift (Typen), welche beim Druck herausfallen und dann möglicherweise un- 
richtig wieder eingesetzt werden können, sondern sie com Stein drucken (litho- 
graphiren) zu lassen. Sind dann die Zahlenreihen im Probedruck einmal völlig 
berichtigt, so sind Abweichungen nicht mehr möglich. Zugleich erspart aber 
auch das Drucken der wiederholt vorkommenden Zahlenreihen offenbar eine grosse 
Masse von Schreiben, und gewährt folglich auch eine grosse Erlerchterung. 

Es kommt also darauf an, die Vorbereitungen zur Factorentafel, also die 
Aufstellung der Produetentafeln, so einzurichten, dass sich möglichst viele Zah- 


lenreihen avederholen:; was auf folgende Weise geschehen kann. 


6. 


Man bezeichne die 80 Zahlen E< 300 durch e. 


Es sind folgende: 
m et 91 121 151 181 211 241 271 
7:37 62: 92:3897 387: 307 812.807 22 
11:41 71: 201 :131:161 4391 221 232: 381 
13 43 73 198 133 163 193 223 253 283 
17 47 77 107 237 7719 2 U 
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19 49 79 109 139 169 199 229 259 289 
23 53 S3 113 143 173 203 233 263 293 


29 59 89 119 149 179 209 239 269 299 
Dann drückt 


(2.) E=300n-+efürn=U,1,2,3,4..... 


stets mit den nemlichen e, alle E bis zu jeder beliebigen Höhe aus. Auch giebt 
nur allein der Ausdruck (2) alle E und keine andern Zahlen, keine solche welche 
mit 2, 3 oder 5 aufgehen, weil 300 mit 2, 3 oder 5 aufgeht (was auch n sei), & 
aber nıcht. Weder der Ausdruck 


(3.) 100n +. . füre>0 <100, 
noch der Ausdruck 
(4.) 200n-+e, füre>0<200, 


geben, weder alle E, noch bloss ausschliesslich die E. Der Ausdruck (3.) giebt 
2. B. die E = 103, 203, 403 ..... nicht, dagegen 201, 501, 801 ....., welche keine 
E sınd. Der Ausdruck (4) giebt die E = 109, 409, 509 .--.- nicht, dagegen 201, 
801, 1101 ..... „ welche keine E sind. Nur der Ausdruck (2) erfüllt die beiden 
Bedingungen, alle E, und nur die E zu geben. 

Wenn man daher die 80 Zahlen & (1), die nun, weil sie immer dieselben 
bleiben, gedruckt werden können, in senkrechten Spalten unter einander setzt, 
und zwar bloss ihre beiden letzten Ziffern, mit darüber vermerkten Hunderten, 
wie es z.B. in (Taf. II.) in den zehn, mit & bezeichneten Spalten zu sehen ist, so 
drücken diese gedruckten Zahlen die beiden letzten Ziffern aller möglichen E, 
und kerner andern Zahlen aus. 

In der Factorentafel selbst, welche die Producte p.E= P enthalten soll, 
die ebenfalls nur E sind (und keine andern Zahlen) sind die 80 Zahlen e nur ein- 
mal, vorn, links, und allenfalls, der Deutlichkeit wegen, noch einmal in der Mitte 
der Breite der Seite zu drucken nöthig, weil sie, vermöge (2), für jedes 300 mehr 
die nernlichen sind. Und da nun auf einer Folioseite, in der Breite bequem zu 
zehn Spalten Raum bleibt, wie es (Taf. I) zeigt, so kann Jede Folioseite, oder jede 
Nummer der Factorentafel bequem die 800 Producie P= p.E fassen, die in 
je 3000 Zahlen vorkommen; so dass also zu jeder Million der Factorentafel nicht 
ganz 334, und zu jeden 3 Millionen gerade 1000 Foboserten nöthig sind. 

Dies hat C'hernae in seiner Tafel nicht berücksichtigt. Er hat nur die 


e>0<200 unter einander gesetzt, Davon war die Folge, dass auch die beiden 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 9 
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letzten Ziffern der E, weil sie nicht in jeder senkrechten Spalte die nemlichen 
sind, in jeder dieser Spalten gedruckt werden mussten; wodurch es dann weiter 
geschah, dass eine Folioseite, statt über 3000, nur über 1000 Zahlen sich erstrek- 
ken konnte, und dass statt 334 Folioseiten zu Einer Million, deren 1000 nöthig 
waren. Hätte CGhernac die &>0<300 unter einander geselzt, so konnte der 
Haum, welchen seine Tafel einnimmt, statt ezner Million, drei Millionen fassen. 

Auch in den Vorberechnungen der Productentafeln, wie z. B. (Taf. III), 
wären eigentlich die 80 Zahlen e> 0 < 300 nur einmal auf jeder Folioseite, links, 
vorn, zu drucken nöthig, weil sie für jedes 300 mehr, dieselben sind; intlessen ist 
es hier, wie sich weiter unten zeigen wird, der Deutlichkeit und Sicherheit wegen 
besser, sie für jedes 300 wiederholt, also 10 nal auf jeder Folioseite drucken zu 
lassen; wie ın (Taf. Il, IV, V). Auch von den Productentafeln kann jede 
Folioseite die 800 Zahlen #£ umfassen, welche hier, nicht als Producte, sondern 
als die Fuctoren in je 3000 Zahlen vorkommen, die nun mit den verschiedenen 
p zu multipliciren sind. 

Es sind aber keinesweges für jedes p, wie es scheint, so viele Folioseiten 
zur Vorberechnungstafel nöthig, als man haben müsste, um mit den Factoren bis 


Be = 5 E su din -...7000000 
zu, hinaufzusteigen, z.B. fürp=7 und 2=7 Millionen nicht 7300 > 334 


Folioseiten der Produetentafel, sondern es ist, wie es sich zeigen wird, für jedes 
p eine einzige Folioseite hinreichend; so dass die Vorberechnung, wenn man mit 


der Factorentafel bis zu 3=7 Mill. gehen wi//, also nach ($. 4) mit den Multi- 


plicatoren p bis zu p = 2633 gehen znuss, nur 379 Folioseiten erfordert; nem- 
lich so viele, als es vnp=7 bis p = 2633 Stammzahlen giebt. 

>. 

7 


Weiter würde die Vorberechnung wie folgt auszuführen sein, 

Die beiden letzten Ziffern der Stammzahlen p, mit welchen die Zahlen 
E zu multipliciren sind, können alle ungrade Zahlen 20 < 100 sein; mit Aus- 
nahme derer, welche mit 5 aufgehen; so dass also ihrer ezerzig sind. Bezeichnet 


man daher diese 40 Zahlen durch % so lassen sich al/e Stammzahlen durch 
(3.) p = 100m +4. 


ausdrücken ; wo aber zn nicht gleich allen Zahlen 0, 1,2,3,4..... ist, sondern 
für jedes andere k andere bestimmte ganzzahlige Werthe hat. Die 379 verschie- 


denen Multiplicatoren » von 1 bis 2633 ($. 6) lassen sich wie folgt ausdrücken, 


(6.) 
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k 
p= 1-+100 (0,1, 3, 4, 6,7, 12, 13, 16, 18, 19) 

3 + 100 (1, 5, 11, 13, 20, 22, 25) 

7 +100 (0, 1, 3, 6, 9, 13, 16, 19, 22) 

9 + 100 (1, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 14, 16, 17, 23, 26) 
11 + 100 (0, 2, 3, 8, 9, 15, 18, 20, 21, 23, 24) 
13 + 100 (0, 1, 3, 6, 10, 12, 16, 19, 21, 22) 

17 + 100 (0, 3, 6, 11, 12, 20, 24, 26) 

19 + 100 (0, 4, 6, 7, 9, 10, 13, 16) 

21 + 100 (4, 5, 8, 10, 13, 16, 17, 22, 25, 26) 

23 + 100 (0, 2,5, 8, 11, 12, 14, 15, 17, 18, 24) 

27 +100 (1, 2,7, 8, 13, 14, 16, 20) 

29 + 100 (0, 2, 8. 9, 11, 12, 14, 20, 21) 

31 -+ 100 (0, 1,3, 4, 6, 10, 12, 15, 18, 19, 21, 25) 

33 + 100 (2, 4, 7, 10, 14, 17, 19, 23, 26) 

37 + 100 (0, 1, 3, 9, 12, 16, 21, 22, 24) 

39 + 100 (1, 2, 4, 7. 8, 10, 14, 20, 22, 23, 25) 

41 -+ 100 (0, 2, 5, 6, 9, 17, 21, 23, 24) 

43 + 100 (0, 4. 6, 7, 15, 21, 22, 25) 

47 + 100 (0, 3, 5, 6, 9, 14, 17, 18, 23, 24) 

49 + 100 (1, 3, 4, 10, 12, 15, 19, 25) 

51 + 100 (1, 2, 7, 10, 11, 14, 19, 22, 23, 25) 

53 + 100 (0, 3, 6, 8, 9, 11, 14, 15, 17, 20, 21) 

57 + 100 (1, 2, 4,5, 7, 8, 16, 23 25) 

59 + 100 (0, 3, 6, 8, 12, 14, 15, 17, 24) 

61 -+ 100 (0, 4, 6, 7, 10, 13, 18, 21) 

63 + 100 (1, 2, 4, 5, 8, 10, 11, 16, 20) 

67 + 100 (0, 1, 3, 4, 9. 13, 15, 16, 18, 22, 24) 

69 + 100 (2, 5, 7, 10, 16, 20, 22) 

71 -+ 100 (0, 2,5, 9, 11, 14, 15, 18, 23) 

73 + 100 (0, 1, 3, 6, 7, 13, 18, 19, 22, 24) 

77 -+ 100 (2, 5, 6, 8, 9, 12, 17, 18, 23, 24) 

79 -+ 100 (0, 1, 3, 4, 12, 15, 18, 19, 21, 25) 

81 + 100 (1, 2, 8, 11, 13, 14, 20, 22, 23) 

83 + 100 (0, 2, 3, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 20, 22, 23) 

87 ++ 100 (4, 5, 7, 8, 10, 11, 14, 17, 19, 20) 

89 + 100 (0, 3, 12, 14, 17, 18, 20, 23) 

91 + 100 (1, 4, 6. 9, 10, 12, 25) 

93 + 100 (1, 2, 5, 10, 11, 14, 16, 19, 22, 23, 25) 

7 + 100 (0, 1, 3, 7, 9, 10, 12, 15, 16, 19, 22) 

99 + 100 (1, 4, 5, 13, 14, 16, 19, 20, 23) 
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Von den Producten 
(7) p.E=(100 m+ k) (300n-+ &) [S.2u.5]=30 000 mn+100 me + 300. nk-+ke 


sind nun aber offenbar die beiden letzten Ziffern für die nemlichen e und A 
immer dieselben, was auch m und rn sein mögen. Denn wenn man von ke 
in (7) noch so viele 100 abzieht, als es angeht, so ist alles Uebrige des Products 
rechts in (7) irgend ein Vielfaches con 100, welches durch die den beiden letzten 
vorhergehenden Ziffern des Products ausgedrückt wird, so dass nur diese Ziffern 
mit zn, rı und ke sich ändern, die beiden letzten Ziffern von ke für dieselben & 
und Ak aber nicht. Diese beiden letzten Ziffern aller Producte P = p.E bilden 
daher in allen möglichen Producten nur MV verschiedene Zahlenreihen, als so 
erele k es giebt, jede von S0 Zahlen, als so viele der esind Daher können wie- 
der diese 40 Zahlenreihen gedruckt werden. (Taf. 1) giebt sie an. Die Zahlen, 
welche die beiden letzten Ziffern von ke, also auch von jedem Product P= p.E 
ausdrücken, sollen durch 7 bezeichnet werden. 

Die Zahlen in den Spalten z der Vorberechnungstafeln, welche die beiden 
letzten Ziffern der E sınd, bleiben unverändert für alle Productentafeln diesel- 
ben; weshalb sie gedruckt werden konnten. Sollen nun aber auch noch die 
beiden letzten Ziffern 7 der Producte p.E = P gedruckt werden, so müssen 
40 verschiedene Tafeln, mit den in (Taf. II.) angegebenen 40 verschiedenen Zah- 
lenreihen „, auf Stein gezeichnet werden. Sie geben dann die z. B. ın (Taf. 111.) 
mit 7 bezeichneten Zahlen an, welche auf derselben Seite der Vorberechnungs- 
tafel dieselben sınd, da die Seite für dieselben beiden letzten Ziffern der p und 
der E gilt. 

Sollte man das Zeichnen auf Stein von 40 verschiedenen Seiten der Pro- 
ductentafeln zw teuer finden, so kann man auch eine hinreichende Zahl Abdrücke 
von (Taf. IT) machen lassen, davon die senkrechten Streifen abschneiden und sie 
mit Gummi auf die dann leeren Spalten 7 (Taf. III, IV, V) aufheften lassen. 
Dies wird weniger theuer sein, da es nicht nöthig ıst, dass der Rechner das Ab- 
schneiden und Aulheften der Streifen selbst verrichte; was vielmehr auch recht 
gut von einem Buchbinder geschehen kann. Die Sicherheit der Rechnung bleibt 
bei dieser zweiten Art dieselbe, während, nächst Kosten, dem Rechner auch noch 
einige Mühe erspart wird. 

Geschieht es so, so ist zur Vorberechnung nur eine einzige Tafel mit den 
Zahlen in den Spalten & (Taf. III) auf Stein zu zeichnen nöthig; von welcher 


dann so viele Abdrücke gemacht werden, als Multiplicatoren p ın Betracht kom- 
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men. Mit den Zahlenreihen „ aus den Abdrücken von (Taf. II) werden dann 
die für sie bestimmten leeren Spalten gefüllt. 


8. 


Von den Producten p.E= P wären also nun schon «ie beiden leizten 
Zıffern für die Spalten „ z. B. in (Taf. III, IV u. V), ohne alle weitere Rech- 
nung, mit der vollkommensten Sicherheit erlangt. Es ist nichts mehr davon 
zu schreiben nöthig, sondern sie sind sämmtlich gedruckt. Es kommt jetzt wei- 
ter auf die übrigen Ziffern der Produete an. 

Diese Producte sind für die Faciorentafel zu dem Zwecke zu berechnen 
nöthig, dass man die Stellen ın dieser Tafel erfahre, in welche die Factoren p 
zu setzen sınd. Die Productentafeln müssen also zu dem Ende die Producte 
vollständig angeben. 

Die Producte p.E= P steigen für = 7 Mill. bis zu 7 Ziffern. Die 
beiden letzten derselben liefern die Productentafeln gedruckt; es sind also noch 
die fünf, den beiden letzten vorhergehenden Ziffern zu berechnen und einzu- 
schreiben. Die 5 Ziffern würden nun auch in den, z.B. nach (Taf. III) dazu 
noch vorhandenen leeren Streifen, Raum finden, wenn man die vorderste Ziffer 
(die der Millionen) darüber setzte; allein diese Art des Einschreibens wäre, auch 
für den Zweck der Producte, nicht bequem. Denn man müsste dann in der 
Factorentafel (Taf. I) jedes Product, welches die Productentafel angiebt, aus 
der vordern senkrechten Spalte e, aus den für die verschiedenen Hunderte dar- 
über gesetzten Zahlen und aus den über die Blätter gesetzten Zahlen der Zehn- 
tausende zusammenlesen; was beschwerlich wäre. Auch würde dann in den 
Productentafeln sehr viel zu schreiben sein. 

Um Dies zu vermeiden, gebe man die den beiden letzten vorhergehen- 
den Ziffern der Producte, statt sie auszuschreiben , auf folgende andere Weise 
an. Da nemlich jede Seite der Factorentafel 3000 Zahlen umfasst, so können 


alle Producte, welche in der Factorentafel vorkommen, durch 
(8.) P=pE=300 u+ 2 


ausgedrückt werden, wo ı die Zahl oder Nummer der Seite und z diejenige 
Zahl in der Seite bezeichnet, welche von den letzten Ziffern des Products aus- 
gedrückt wird, und die, weil z nicht über 3000 steigt, nie mehr als ezer Ziffern 
hat. Damit « in (8) wirklich die Mummer der Seite der Factorentafel 
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bezeichne, muss man beim Numeriren der Seiten nicht mit 1, sondern mit 0 an- 
langen, weil für die P< 3000, welche auf der ersten Seite vorkommen, in (8), 
a=V st. 

Nun sind, wie sich oben in (8.7) zeigte, die beiden letzten Ziffern n der 
Producte P=p.E, für das gleiche p, von einer Seite zur andern, dieselben, so 
dass sie. nach der Angabe von (Taf. IM), gedruckt werden konnten: mithin sind 
nur noch die zwer, den beiden letzten vorhergehenden Ziffern, welche durch e 
bezeichnet werden mögen, für die z ın (8) zu berechnen und zu schreiben nö- 
thig, nebst der Zahl oder Nummer tı (von Null anfangend) der Seite der 
l"actorentafel, auf welcher das Produet vorkommt. Nur die z, folglich nur die 
ce und die «1, ändern sich mit jedem p. 

Es rücken aber die E in den Produetentafeln von einer Seite bis zur 
nächsten um 3000 fort: also nehmen die Producie p.E= P, welche die Vor- 
berechnungstafeln angeben, von einer Seite derselben bis zur nächsten, um das 
p-fache von 3000 zu; mithin ist, wenn für irgend ein E das Produet p.E nach 
(8) durch»p. 2=P = 3Wu+ 2 ausgedrückt wird, dasjenige für ein um 3000 
grösseres E, also dasjenige Produet, welches auf der nächstfolgenden Seite der 
Productentafel an derselben Stelle stehen würde, um prnal 3000 grösser, und 


beträgt folglich 
HB) pt E+3000)=p. E-++3000» — 3000 ua +2 +3000 9 (8) 3000 (pp + u )+ Z 


mit demselben 2; bloss die Nummer u der Seite der Tafel, welche die Producte 
aufnimmt (also der Faciorontafel), ıst um p gestiegen. Mithin bleiben die z, 
und folglich die ©, von einer Seite der Productentafel bis zur nächsten, dritten 
u.s.w., also auf allen Seiten, unverändert dieselben; bloss die « steigen; und zwar 
je um pP’ 

Dies ist der Grund, weshalb, wie ın (8. 6) gesagt, von den Produeten- 
tafeln für jedes p nur eine einzige Seite nöthig st. Denn nicht bloss die zwer, 
sondern sogar die wer letzten Ziffern würden, wenn man für das nemliche p die 
Vorberechnungsseiten avederholt drucken lassen wollte, nur stets dreselben sein, 
und nur « würde sıch ändern. Das Wiederholen der Productentafelseiten ist 
aber offenbar, Öloss der Steigerung der «u wegen, nicht nöthig. da sıch diese 
Steigerung, stels um », auch ohne Das leicht angeben lässt. 


Das Steigen der «u auf einer und derselben Seite der Productentafel aber 


’ no . . ME .. }1 
wird am bequemsten auf folgende WVeıse angezeigt werden können, Wolite man 


. } \ 2 sschr ‚t n en . I he F tn In | 
nemlich wiederum jedes « ganz ausschreiben, so würde man, da dıe Factorentafe 
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für B=7 Mill. 2334 Folioseiten erfordert, folglich 4 bis zu 2334 steigen kann, 
mit dem ı doch wieder bis zu vrerziffrigen Zahlen gelangen. Um Dies zu ver- 
meiden, deute man, wie es in (Taf. III, IV u. V) in den mit « bezeichneten Spal- 
ten geschehen ist, blos jedesmal, wenn «u steigt, an, um wieviel es steigt; wozu 
dann bloss ernziffrige Zahlen nöthig sind; wenigstens für alle »y 5000, also bis 
B = 25 Millionen, weıl X nie um mehr als 6, folglich p.E erst dann um mehr 
als 6.5000 = 30000, oder «u um mehr als 10 auf einmal steigt, wenn p>5000 
ist. Erst für 32250 Mill. kann die Steigerung von «u eine dreiziffrige Zahl 
sein u. S. W. 

Oben über jede Spalte «ı setze man das vollständige wu; was dann Proben 
der Rechnung giebt, da in jeder der um 300 zunehmenden Hauptspalten der 
Productentafeln das darüber stehende «u die Surnrne desjenigen 4, welches über 
der nächst vorhergehenden Hauptspalte steht, und der einzelnen Stergerungen 
der « in der nemlichen nächst vorigen Hauptspalte, auch ausserdem die Summe 


aller einzelnen Steigerungen der « auf der ganzen Seite, gleich p sein muss. 


9, 


Ehe die Vollendung der Produetentafeln und die Anwendung derselben 
auf die Factorentafel weiter beschrieben wird, mag des Verfahrens gedacht wer- 
den, durch welches die Tafel (II.) der beiden letzten Ziffern „ der Producte 
P = p.E aufgestellt worden ist. 

Es hätte diese Tafel ohne alles Weitere aus den 


„Hechentafeln des Herausgebers, welche alles Multipleiren und 
„Dividiren mit Zahlen unter 1000 ganz ersparen, bei grösseren Zah- 
„len aber die Rechnung erleichtern und sicherer machen; Berlin, 


„bei Maurer, 1820. 


bloss ausgeschrieben werden können. Man hat indessen folgende sicherere ein- 
lache selbstständige Aufstellung vorgezogen. Denn eben so, wie beim practi- 
schen Rechnen jedes Verfahren in dem Maasse unsicher ist, wie es eine stete, bedeu- 
tendere Aufmerksamkeit und Spannung des Urtheils in Anspruch nimmt, ist auch 
ein Verfahren, welches, wıe das blosse Abschreiben, des fortwährenden Gebrauchs 
des Urtheils fast gar nicht bedarf‘, ebenfalls unsicher. Nur dasjenige Verfahren 
beim practischen Rechnen dür!te das bessere sein, welches eine stete, aber nicht 


erschlaffende urtheilende Aufmerksamkeit des Rechners auf Das was er hin- 
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schreibt erfordert, in dem Maasse, dass der Zerstreuung der Gedanken nicht 
Spielraum bleibt. 

A. Die beiden letzten Ziffern n der P= p.E hangen bloss von den 
beiden letzten Ziffern der beiden Factoren p und E von P ab. Die beiden letz- 
ten Ziflern der E sind die SO Zahlen E in (1); die von p sind die 40 ungeraden 
Zahlen. 


(10) k=1 11 21 31 41 51 61 71 81 91 
3 13 23 33 43 53 63 73 83 93 
7 17 27 37 47 57 67 77 87 97 
9 19 29 39 49 59 69 79 89 8. 


Die & bleiben für alle Productentafeln dieselben. Es kommt also nur 
darauf an, diese & mit den 4 (10) zu multipliciren,; und zwar kommt es nur auf 
die beiden letzten Ziffern „7 der Producte an. 

B. IFirklich zu multiplieiren sind zu dem Ende nur nöthig die er- 
sten acht e: 1,7, 11, 13, 17, 19, 23 und 29, mit den drer ersten k>1=3,7,9; 
und von den Producten sind nur die beiden letzten Ziffern zu nehmen; welches 
dann die ersten 32 zweizıffrigen Zahlen oben links in der Ecke von (Taf. II) 
oiebt. Alle übrigen der 3200 Producte der Talel werden durch gleichsam blos- 
ses Abzählen, zum Theil sogar durch bloss wiederholtes Schreiben, wie folgt, 
gefunden, 

C. Zunächst nemlich haben die Producte aller, je um 10 grösseren A (10), 


mit einem und demselben &, dieselbe letzte Ziffer. Namentlich die Producte der 


in (10) in der ersten wagerechten Zeile stehenden X (1, 11, 21 etc.) mit = = 7, 
haben alle 7 zur /etzten Ziffer; die Producte der k ın der zweiten Zeile, mit 
& = 7, haben alle 1. diejenigen der A ın der dritten Zeile. mits = 7, alle 9, 
und diejenigen der k ın der vierten Zeile, mits = 7, alle 3 zur letzten Ziffer. 
Also alle, ın die zus = 7 gehörige wagerechte Zeile, quer durch die (Taf. II. 


zu setzenden Zahlen haben, der Reihe nach wiederholt 7, 1, 9, 3 zu ıhren /etz- 
ten Ziffern. Das Gleiche findet nicht bloss für die s = 7 Statt, sondern auch, 
eben so, für alle &, deren Jetzte Ziffer 7 ıst, also auch für s = 17, 37, 47 etc.; 
denn es kommt zunächst nur auf die /etzte Ziffer der Producte A.: an, auf welche 
die vorletzten Ziffern der & und A keinen Einfluss haben. 

Auf’ ganz ähnliche Weise folgt, dass dıe /etzten Ziffern der Producte der 


k mit denjenigen s deren letzte Ziffer 1 ıst, quer über, 1, 3, 7, 9 sınd, mit den- 


> 


jenigen s, deren letzte Ziffer 3 ıst, 3,9, 1,7 und mit denjenigen s, deren letzte 


Ziffer 9 ıst, 9, 7,3, 1. Mau darf daher nur, quer durch die, Tafel: 
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Hinter dene= 1,11,31, 41 ----- wiederholt 1,3, 7, 9, 

Hinter dene= 7,17, 37, 47 ----- wiederholt 7,1, 9, 3, 
(11.) Hinter dene = 13, 23, 43, 53 ----- wiederholt 3, 9, 7, 1, und 

Hinter den = 19, 29, 49, 59 ..... wiederholt 9, 7,3,1, 


schreiben, so sind ohne alle Rechnung die letzten Ziffern aller zweiziffrigen 
Zahlen der Tafel (11.) vollständig gefunden. 

D; Es fehlen noch die vorletzten Ziffern der Producte ke; und diese 
finden sich wie folgt durch blosses Abzählen. 

Zum Anfange sind die vorletzten Zifiern der Producte aller 80 verschie- 
denen e, bloss erst mit den ersten drei k, 3, 7, 9 nöthig. Diejenigen der Pro- 
ducte der acht erstene: 1,7,9, 11, 13, 17, 19, 23, 29 mit k = 3, 7, 9 wurden 
nach (BP) durch wirkliche Multiplication gefunden. Aus ihnen finden sich die 
Producte der übrigen 70 verschiedenen emitk=3, 7, 9, wenn man zu denen 
der ersten acht e, wiederholt 30% addirt. Also nehmen diese Producte, z. B. für 
k = 3, wiederholt um 3.30 = 90 und mithin ihre vorletzten Ziffern wiederholt 


um 9 zu; die vorletzten Ziffern der Producte dere= 1, 31, 61, 91 ....- mitk=3 
heissen also 0, 9, 8, 7,6 ----- Eben so heissen die vorletzten Ziffern der Pro- 


ducte dere= 7, 37, 67, 97 ..... mitk=3:2,1,0,9,8..... und so weiter. 
Aehnlıch verhält es sich für k= 7 undk=9. Für k = 7 nehmen die Producte 
ke um 7.30 = 210, also ihre eorletzten Ziffern um I zu, und es heissen folglich 
diejenigen der Producte von =e 1, 31, 61, 91 .....„mitk=7:0,1,2, 3, 4..... 
diejenigen der Producte von e = 7, 37, 67, 97 »+»- mitk = 7 heissen 4, 5, 6, 7, 
8... u.s.w. Für k=9 nehmen die Producte ke um 9.30 = 270, also ihre 
eorletzten Ziffern wiederholt um 7 zu, und es heissen folglich die vorletzten Zif- 
fern der Producte vone=1, 31, 61, 91 ..... mitk=9:0,7,4,1,8....., die- 
jenigen der Producte von e= 7, 37, 67,97 ----- mit k = 9 heissen 6, 3, 0, 7, 4 ....- 
u.s.w. Wo wiederholt 9 und 7 zu addıiren sind, nemlich fürk=3 undk =9, 
kann man, da es nur auf die vorletzten Ziffern ankommt, statt dessen auch 
10 —9=1 und I —7 = 3 wiederholt abziehen. 

So also werden, zunächst für die drei ersten k = 3,7, 9, die vorletzten 
Ziffern ihrer Producte mit den 80 verschiedenen & durch blosses Abzählen ge- 
funden. 

E; Wenn nun weiter z.B. die gegen 1, 3, 7, 9um 10 grösseren k=11l, 
13, 17, 19 mit e= 7 multiplicirt werden, so sind die Producte um 7.10 = 70, 
also ihre vorletzten Ziffern um 7 grösser, als die von 7 mal 1,3, 7, 9; sie sind 


also 7+0,2,4,6=7,9,1,3. Gleicherweise verhält es sich für alle &, deren 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 10 
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letzte Ziffer 7 ist, denn die vorletzte Ziffer von s vergrössert die Producte mit den 
k, welche um 10 grösser sind, schon um Hunderte, welche nicht in Betracht kom- 
men. Sind diesum neue 10 grösser, so nimmt die vorletzte Ziffer der Producte 
ke von Neuem um 7 zu u. s. w. Man findet demnach die vorletzten Ziffern der 
Producte in allen den wagerechten Reihen, welche zu den e gehören, deren letzte 
Ziffer 7 ist, wenn man die vorletzten Ziffern von e selbst, fortwährend um 7 er- 
höht, oder auch (da es immer nur auf die vorletzten Ziffern ankommt, ohne Rück- 
sicht auf die weiter vorhergehenden), wenn man sie um 10—7 = 3 erniedrigt. 
So heissen also z. B. die rorletzten Ziffern der Producte von e= 17 mit den ver- 
schiedenen A : 1,5, 1,5 (+-7)=8,23,8,2(+7) =5,9,5,9(+7) = 2, 6, 2, 6 
u. 5. w.; diejenigen von e= 37 mit den verschiedenen % heissen 3, 1,5, 3 (+7) 
=0,8,2,0(+7)=7,5,9,7(+-T7)= 4, 2, 6, 4 u. s. w. 

Aus 
aller &e deren /etzte Ziller 1 ist, mit den wiederholt um 10 steigenden k, uml zu, 


- 


ranz ähnlichen Gründen nehmen die vorletzten Ziffern der Producte 


weil die Producte selbst um 1.10 = 10 zunehmen. Die rorleizten Ziffern der 
Producte aller s, deren /etzte Ziffer 3 ist, mit den wiederholt um 10 steigenden 4, 
nehmen um 3 zu, weil die Producte selbst um 3.10 = 30 zunehmen. Endlich, 
die vorletzten Ziffern der Producte aller e, deren /etzte Ziffer 9 ist, mit den wie- 
derholt um 10 steigenden Ak, nehmen um 9 zu, weil die Producte selbst um 
9.10 = 90 zunehmen. 

Man findet demnach die vorletzten Ziffern der Producte ke auch noch für 





alle A> 10 ganz einfach, wenn man die vorletzten Ziffern der Producte aller & 
mit den ersten ver k=1, 3, 7,9, die sich nach (P) ergaben, quer durch die 
ganze Tafel, 
Für alle s, deren /etste Ziffer 1 ıst, um 1, 
BCR \ Für alle s, deren /etzte Zuller 3 ıst, um 3, 
ve. Für alle s, deren /etzte Ziller 7 ist, um 7 erhöbt, oder auch um 3 erniedrigt u. 
\ Für alle s, deren /eizte Ziffer 9 ist, um 9 sie erhöht, oderauch um 1 erniedrigt; 
also überhaupt: wenn man, jedesmal quer durch die ganze Tafel, die vorletzten 
Ziffern der Producte aller emit den eier erstenk = 1, 3,7,9, ın den vier ersten 
senkrechten Spalten, wiederholt um die letzte Ziffer der nemlichen e erhöht, 
oder auch, wenn diese letzte Zi'fer 7 oder 9 ist, um 3 oder 1 sie erniedrigt. 
So ıst die Tafel (11.) durch blosses Abzählen der vorletzten und durch 
bloss wiederholtes Schrerben der letzten Ziffern der Producte aufgestellt; und 
ganz eben so ıst der Prodedruck der Tafel (ohne Rücksicht auf die Handschrift) 


.. » y * “ 
geprüft und berichtigt worden. 


2. Zur Aufstellung einer Factorentafel. 75 


10. 

Es kann jetzt die Beschreibung der weiteren Vollendung der Producten- 
tafel folgen. Siemag durch drei Beispiele gegeben werden ; nemlich für diekleinste 
in Betracht kommende Stammzahl p = 7, für den grösseren Stammfactor 83, und 
für den Stammfactor 1693, welcher für B= 7 Mill. schon fast zu den grössten 


gehört, und für welchen nicht einmal viel mehr als eine volle Seite der Producten- 
tafel nöthig ist. 


I. Productentafel für die kleinste in Betracht kommende Stammes 
zahl » = % (Taf. III). 


Ausser den E giebt die Tafel schon die beiden letzten Ziffern der Pro- 
ducte P=p.E, die für alle, je um 300 grössere E dieselben sind, in den Spalten 
n gedruckt an. Sie sind entweder, nach ihren 40 verschiedenen Arten, zugleich 
mit den e oder E gedruckt worden, oder sie sind aus der Tafel (II) entnommen, 
indem man die, je zu den beiden letzten Ziffern k von p passenden senkrechten 
Streifen aus 10 Exemplaren von (Taf. II) abgeschnitten und auf die alsdann noch 
leeren 10 Streifen » der (Tafel III) aufgeheftet hat. Es kommt daher noch auf 
die übrigen, den beiden letzten vorhergehenden Ziffern der P an; die aber zu- 
folge ($. 8) nicht ganz ausgeschrieben, sondern durch die Nummer wu derjenigen 
Seite der fertigen Factorentafel (I), auf welcher das P vorkommt, und durch 
die Zahl c, „7 oder z, welche sie auf dieser Seite trifft, und die immer kleiner 
als 3000 ist, ausgedrückt werden sollen. 

Zum Beispiel fürp=7 und E=144179 ist P = p.E = 1009 253. 
Die beiden letzten Ziffern „= 53 dieses P findet man schon gedruckt neben 
E — 144179; wie es in (Taf. IlJ) zu sehen ıst. Aber statt die vordern Ziffern 
10092, selbst, von P, vor 53 zu schreiben, kann, wegen 1009 200 = 336 .3000 
+ 1200, wie in (Taf. III), bloss e=12 vor 53 geschrieben und dann die Num- 
mer u = 336 der Seite von (Taf. I), auf welcher 1009 253 vorkommt, auf ir- 
gend eine Weise (von welcher weiter unten Näheres) angegeben werden. Dann 
zeigt die Productentafel (II) an, dass die Zahl P=p.E = 1009 253, welche 
die Stelle 1253 = z auf Seite 336 = u der Factorentafel einnimmt, die beiden 
Factorenp=7.E = 144 179 hat. 

Es fragt sich also, wie die den beiden letzten vorhergehenden zwei Zif- 
fern c von P, die nie über 30 steigen, also die Hunderte der Tausende von 
P,bis zu 3000, nebst den Nummern u der Seiten der Factorentafel zu finden sind. 

Für p =[17, wie für die folgenden kleinen Stammfactoren, ist Dies über- 
aus leicht. 


10* 
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So lange nemlich, von = 1 anfangend, p.E= P nicht 100 übersteigt, 
also so lange die beiden letzten Ziffern von P, die in den Spalten » stehen, zu- 
nehmen, sind die Hunderte c Null; mithin ist vor den beiden letzten Ziffern 
» = 0,7,49,77 und 91 von P, Null zu setzen. Sobald darauf die beiden letzten 
Ziffern n abnehmen, ist in der Spalte c, 1 zu setzen; und Dies so lange, als wie- 
der die beiden letzten Ziffern „ von P steigen; also vor „= 19, 33, 61. Vor 
die weiter folgenden letzten Zi'fern „ = 0,3, 17, 59, 87 ist 2 zu setzen. Und 
so weiter, bis mit den Ziffern 7 die Zahl 30 erreicht ist; welches in (Taf. III), 
da geschieht, wo in der Spalte e, 431 steht. Dann wird statt 30 wieder O0 ge- 
setzt, wogegen die Seitenzahl « der Factorentafel um 1 zunimmt. Erreichen die 
Hunderte ce von P wieder 30, was in (Taf. III) neben e = 859 geschieht, so 
nimmt die Seitenzahl «ı der Factorentafel von Neuem um 1 zu. Und so weiter, 
bis zu Ende des Blatts der Productentafel. 

So findet man für die kleineren Stammfactoren p alles noch Nöthige ohne 


alle eigentliche Rechnung, durch blosses Abzählen, und folglich zugleich mit 


grosser Sicherheit. 


dl. Produetentafel für die grössere Stammzahl » = 83 (Taf. IV.). 


Hier ist einige Rechnung nöthig; nemlich folgende. 


Zunächst findet man 7, 11, 13, 17, 19, 23 und 29 mal 83, wenn man 
der Reihe nach 6, 4, 2, 4,2, 4,6, 2mal 83 zu 83 addırt. Dies giebt, da 2,83=166, 
4.83 = 332 und 6.83 = 498 ist, Folgendes, 


Die Zahlen ce der Hunderte von 
1.83838= 8 
| + 6.83= 49 P=83x (7,11, 13,17, 19, 23,29, 3l)=p.E 
— 7.83 = 581 |sind also 5, 9, 10. 14, 15. 19, 24 und 25, die man in 
+ 4.53 = 332|(Taf. IV) oben links in der Spalte c sieht. 
he A e = Weiter finden sich de P=83.E für die übrigen 
13 83 _ 1079, #< 300, wenn man zu 83x (1, 7,11, 13,17, 19, 23.29), 
+ 4.83 — 332 also zu 83, 551, 913, 1079, 1411, 1577, 1909 und 2407, 
43) = 17.83 = l4lljwiederholt 30.853 — 2490 addırt; wobei zu beachten ist, 
+ hg 0 166 dass, sobald die Summen über 3000 steigen, die Seiten- 
u ie B — oummer «der Factorentafel um 1 steigt. Das wiederholte 
— 23.83 — 1909) Addiren von 30.53 = 2490 geschieht am leichtesten und 
+ 6.83 = 498 sichersten, wenn man die Zahl 2490 auf den untern Rand 
= 29.83 = 2407leines Papiers schreibt, dasselbe, allmählıg es weiter hin- 
ui 2.83 = 166 | \nterrückend, über Das, wozu 2490 zu addiren ist, hält 
 =381.83 = 2573 ; 2 ; 
\ und dann die Summen nimmt. Nemlich: 
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E cn u E en u E en u E on u 
ii 3 0 7 581 0 1 93 0 13 109 0 
3 373 0 37 71 ı 4 403 1 43 569 1 

61 2063 1 67 61 1 71 2893 1 73 59 2 
1 1353 2 97 2051 2 101 2383 2 103 349 2 
121 10143 3 1277 15411 3 131 1873 3 133 2039 3 
531° 5534 27 1981 4 161 1363 4 163 1529 4 
181 35 97 5215 191 853 5 193 1019 5 
21 313 5 217 11 6 21 33 6 2233 509 6 
241 2008 6 2347 301 6 2351 2833 6 253 2999 6 
271 14938 7 2977 1991 7 21 23233 7 2853 2189 7 
301 983 S 307 1481 8 311 1813 8 313 1979 8 

14. 

" 17 Hl 0 19 1577 0 23 1909 0 29 2407 0 
47 901 1 49 1067 1 53 1339 ı 59 1897 1 
77 391 2 9» 57 2 3 89 2 89 1397 2 

107 2881 2 10 47 3 13 379 3 119 873 
137 371 3 1239 3837 3 143 2869 3 149 367 4 
167 18561 A 169 2027 4 173 2359 4 179 2857 4 
197 1351 5 19 237 5 203 1849 5 209 2347 5 
27 sl 6 29 1007 6 23 1339 6 239 1837 6 
| 37 31 7 39 497 7 263 829 7 269 137 7 
287 Bl 7 2389 2997 7 293 319 8 29° 817 8 
317 31 S 39 2347 8 3233 23809 8 329 307 9 


Die beiden ersten Ziffern dieser Summen sind die, welche in der vor- 
dern Spalte ce von (Taf.1V) stehen. Es lassen sich hier die Summen auch noch 
leichter und ohne Hülfspapier finden, wenn man, statt 2490 zu addiren,, fort- 
gesetzt 3000 — 2490 =510 subtrahirt und «u um 1 erhöht, wenn c,n abnimmt. 

Um für die übrigen Spalten die e der Tafel (die Hunderte der P) zu fin- 
den, nebst den «ı, darf man nur zu den ce und « der ersten Spalte wiederholt 
300.83 = 24900 = 8.3000 + 900 addıren, also 8 zu der Seitenzahl « der 
Factorentafel, und 9 zu den Hunderten c; was keines besondern Blattes zur Rech- 
nung bedarf, und wobei nur wieder zu beobachten ist, dass, sobald die Zahl c 
der Hunderte 30 übersteigt, die Seitenzahl « der Factorentafel um 1 mehr zu- 
niınmt. Proben geben die E= 301,307,311 etc. in (14). Wie leicht zu 
sehen, ergiebt sich für die erste wagerechte 

Bünde ne Be me Be Wa ve Re 'ue 

Zeile der Tafel 0,0;8,9; 16,18; 24,27 ; 33,6; 41,15 ; 49,24 ; 58,3 ; 66,12 ; 74,21; 


15a, 
Kr Für d. zweite Zeile 0,5:8,14: 16,23 ; 25,2 ; 33,11; 41,20; 49,29 ; 58,8 ; 66,17 : 74,26. 
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Statt der 4 selbst sollen nur ihre Zunahmen vermerkt werden. Wie 
diese Zunahmen zu finden sind, ohne die « selbst zu berechnen, wird sich deut- 
licher zeigen, bei der folgenden 


HI. Produetentafel für die bedeutend grosse Stammzahl » = 1693 
(Taf. V.). 
A. Das Verfahren für p = 1693 ist dasselbe wie vorhin für p = 83. 
Da hier 
2.1693=3386=N.1-+386,4.1693=6772=N.2-+772u.61693=10158=N.3-+1158 


ist, so ist die Rechnung folgende: 











on u 
1.1693 = 1693 0 
+ 6.1693 = 1158 3| Also sind die ersten e links, oben, in der ersten 
= 7.1693 = 2651 3 Hauptspalte von (Taf. V.) = 16, 28, 6, 10, 17, 
+ 4.1693 = 772 2/921,29,10. Die u sind 0, 3, 6, 7,9, 10, 12, 16. 
en f | 2 a — : B. Die fernern c für die erste Hauptspalte 
—_ 13.1693 = 10009 7|findet man, nebst den «, wenn man zu den ersten 
./+ 4.169 = 77 2lacht ce und u, 30.1693 = 50790 = 16.3000 
N 17. 1693 1181 I|+2790, also 2790 zu den ey, und 16 zu den u 
“ z — pi Re wiederholt addirt, oder auch, was hier leichter 
= 4.1693 nr 172 o|ist, 3000 — 2790 = 210 von den e wiederholt 
— 23.1693 = 2939  12|abzieht und dann u um 1 mehr, also um 17 stei- 
+ 6.1693 = 1158 3 gen lässt, falls ce abnimmt. 
— 29.1693 = 1097 16 Dies giebt: 
+ 2.1693 = 396 l 
\ = 31.169 = 1483 17 
E on u E on u E on u E on u 
1 1693 0 7 2851 3 11 623 6 13 1009 7 
31 1483 7 37 2641 20 4141 413 3 43 79 24 
61 1273 34 67 2431 37 71 203 40 73 589 41 
91 1063 51 97 2221 54 101 2993 56 103 379 58 
(16) 121 853 68 127 2011 71 131 2783 73 133 169 75 
“"\BS5ı 63 5 17 1901 855 161 373 90 163 299 9 
181 433 102 157 1591 105 191 2363 107 193 2749 108 


ww DD 
a es 
1] -1 „1 


211 223 119 
241 13 136 
271 2803 152 
301 2593 169 


1351 122 221 2153 124 223 2539 125 
1171 159 251 1943 141 253 2329 142 
961 156 281 1733 158 2853 2119 159 
751 173 311 1523 175 313 1909 176 


ww DD 
> 
ee) 
o 
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E on u E on ud E cn u E com H 
17 1781 9 19 2167 10 23 2939 12 29 1097 16 
47 1571 26 49 1957 27 53 2729 29 59 887 33 
77 1361 43 79 1747 44 83 2519 46 89 67 50 
107 1151 60 109 1537 61 113 2309 63 119 467 67 
137 941 77 139 1327 78 143 2099 80 149 2357 84 
167 731 94 169 1117 95 173 1889 97 179 47 101 
197 521 111 199 907 112 203 1679 114 209 2837 117 
227 311 128 229 697 129 233 1469 131 239 2627 134 
257 101 145 259 487 146 263 1259 148 269 2417 151 
\ 287 2891 161 289 277 163 293 10149 165 299 2207 168 
‘8317 2681 178 319 67 180 323 839 182 329 1997 185 


(16.) 


Die beiden ersten Ziffern dieser Summen, ce = 14, 26, 4, 7, 15 -.---, in den 
auf die erste folgenden wagerechten Zeilen von (16), sind die übrigen 72 ver- 
schiedenen c in der ersten senkrechten Hauptspalte von (Taf. V). 

C; Umdie e in den weitern Hauptspalten zu finden, hat man wiederholt 
300 » = 300.1693 = 507 900 = 160.3000 + 900 zu P, also überall wiederholt 
9 (900) zu den cordern ce zu addıren; wobei wieder zu beobachten ist, dass, sobald 
die Summe 30 übersteigt, statt ihrer der Ueberschuss über 30 angegeben wer- 
den muss. Dies giebt also, z. B. für die erste wagerechte Zeile in (Taf.V.): c=16, 
25, 4, 13, 22, 1, 10, 19, 28, 7, für die zweite wagerechte Zeile: c=28, 7, 16, 25, 
4,13,22,1,10, 19 u. s. w. 

D; Es kommt nun auch auf die «ı an; und zwar auf ihre Zunahmen, 
die statt ihrer in die Tafel eingetragen werden sollen. 

Für die vordere Hauptspalte giebt die Rechnung (16) alle « selbst an, aus 
welchen also ihre Zunahmen unmittelbar eninommen werden können. Sie sind 


folgende: 
Frzeal. 7: 133.37: 239: 28: 2B- 35:20 
(17.) wu=0 3 6 7 9 10 12 16 17 20..... 
Zunahmen von u = u 3 1 2 1 32:58 1 ins 


E; Aus diesen Zunahmen von «ı und den zugehörigen ce können die Zu- 
nahmen von ı in den weitern Hauptspalten, nachdem in dieselben alle ce nach 
(C) eingetragen worden, nach einer sehr einfachen Regel gefunden werden, die 
auf folgender Erwägung beruht 


Es seı für irgend ein E und p: 


(18.) E.p=30 u-+%, 
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wo also A die Zahl ist, welche in den Spalten c,n steht. Für das nächst grös- 
sere, unmittelbar unter E stehende E, sei das zu E,p hinzukommende 


(19.) (E, — E)p = 3000 x +7; 


wo also x die Zunahme von 4 bezeichnet. Dies giebt, wenn man (18 u. 19) 


addırt, 
(20.) E,p =300 (u+r)+i-+r. 


Für das um 300 grössere E+ 300, wagerecht neben E ın der nächsten senk- 


rechten Hauptspalte, sei 
(21.) (E+ 300) p = 3000v +2, 


wo wiederum 2 die Zahl ist, welche in den nächsten Spalten c,n steht. Um von 
diesem (E-+300)p zu dem wieder unmittelbar darunter stehenden (E, +300)p 
überzugehen, welches zunächst grösser als (E + 300) p ist, muss man zu dem- 
selben das nemliche (E,— E)p = 3000x +r(19), welches zu Ep (18) addırt 
wurde, hinzuthun, denn es kommt zu E,p und .E(p + 300) das Gleiche hinzu, 
weil E in beiden um gleicherel wächst. Also ist aus der Summe von (21 u. 19): 


(22.) (E,+300)p = 3000 v +xr) +2 +7; 


wo nun jetzt » die Zunahme von 41 bezeichnet. 
Zusammen ist also 
1. Ep —=3000u.-+A (15) 3. (E+300)p=3000v + 3(21) 
(23.) (2. Ep =3000(u+x) +r+7(20) 4. (E,+300)p=3000(2+x)+3-+7(22) 
5. (E—E)p = 300x+r (19). 
Die Zahlen X, 2 und r in (23,1, 3, 5) sind immer kleiner als 3000; aber 
A-+-r und d+7r in (23, 2 u. 4) können grösser als 3000 sein. In diesem Falle 
müssen statt\+r und Z+r andere Zahlen 
24) l. \,=X-+r-—3000 und 
2. = d+r— 3000 


gesetzt werden, während zugleich «+x und v+x, oder auchx, um 1 erhöht 


wird, so dass also dann, statt wie in (23,2 u. 4): 


(25.) | l. Epr=3W(ua+x+D)+r und 
O, y 
2 E+30)=v+x+D+rI, 


ist. Dann stehen die Zahlen A, und 3, in den Spalten c,n. Aber es ist noth- 
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wendig A, <A und 4 <S, weil in (24, 1 u. 2) r — 3000 negatie ist. Mithin: 
wenn von den beiden, in den Spalten c,n zunächst unter einander stehenden 
nemlich zu £.p und E,.p gehörigen Zahlen A und A,, oder auch von den beiden, 
in den Spalten e,n zunächst unter einander stehenden, zu (E+300)» und 
(E, + 300) p gehörigen Zahlen 5 und $, die zweite kleiner ist, als die erste, muss 
die Zunahme x von a um] grösser angenommen werden, als wenn, umgekehrt 
die zweite grösser ist, als die erste. 

Daraus folgt nachstehende sehr einfache Regel für die Angabe der Zu- 
nahmen von u: 

F. „Nehmen die in den Spalten ce,» irgend einer der Hauptspalten zunächst 
„unter einander stehenden Zahlen X und A, zu, oder ab, und die in der 
„nächsten Hauptspalte in c,7, wagerecht daneben, also gleichfalls zunächst 
„unter einander stehenden Zahlen Z und Z, gleichfalls zu, oder ab, so 
„nimmt in beiden Hauptspalten «u um gleicheiel zu; denn entweder muss 
„in berden zugleich, x um 1 erhöht, oder nicht erhöht werden. Nimmt 
„dagegen k in der einen Hauptspalte bis zu A, zu, oder ab, während in der 
„nächsten Hauptspalte neben jener, 5 bis zu 5, ad- oder zunimmt, so nimmt 
„4 in derjenigen Hauptspalte, in welcher die in ec, stehenden Zahlen aö- 
„nehmen, um 1 mehr zu, als ın der andern. 

G. Nach dieser Regel lässt sich aus den in zwei aufeinander folgenden 
Hauptspalten in ec,» unmittelbar unter einander stehenden Zahlen, und aus den 
in der einen Hauptspalte dazu gehörenden Zunahmen von 4, die Zunahme der 
4 in der andern Hauptspalte unmittelbar und ohne alle Rechnung finden. Und 
da nun die Zahlen der Spalten c,n schon sämmtlich eingetragen sind (die 7 ge- 
druckt, die e nach (C), desgleichen die Zunahmen der w ın der ersten Haupt- 
spalte nach (D)): so lassen sich die Zunahmen der « für alle übrıgen Haupt- 
spalten nach der Regel (F) unmittelbar hinschreiben. 

So z.B. sind die Zunahmen der «ı, nebst den zugehörigen c, in den bei- 


den zu 83 und 89 gehörigen wagerechten Reihen: 


c c c c c c c c c c 
No. 1 2 3 4 > 6 7 8 9 10 


2,25:3,4: 2,13: 2,22; 3,1:2,10;2,19 ; 2,28; 3,7; 2,16 


Aa 
(25°.) 4,6 ; 3,15 ; 3,24 ;4,3 ;3,12; 3,21; 4,0 ;4,9 ; 3,8; 3,27 


Hier nimmt c in No. 1 ad, hingegen in No. 2 zu, also folgt daraus, dass die Zu- 
nahme von «u in No. 2 um 1 kleiner ist, als in No.1. In No. 1, 4,7 u.8 nehmen 


die ce ab, also sind die Zunahmen von u in No. 1, 4, 7, 8 gleich 4; ın No. 2, » 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 11 
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5, 6, 9 u. 10 dagegen nehmen die e zu, also sind die Zunahmen von «u in No, 2, 
3, 5, 6, 9, 10 gleich 3. 

Die Productentafeln lassen sich dernnach, wie man sieht, auf diese Weise 
für alle möglichen p, mit Hülfe von geringen Rechnungen, denen in (13, 14, 15, 
16) ähnlich, sehr leicht und vollständig aufstellen; denn was ausser den bezeich- 
neten Rechnungen dazu gehört, ıst blosses Abzählen und Schreiben. 

Die in (Taf. II. IV u. V) über die Spalten « gesetzten Zahlen sind die 
einzelnen Summen der Zunahmen der u, also die «u selbst. Warum diese Zahlen 
nicht von der ersten Seitennummer 4 = 1 der Factorentafel anfangen, wird sich 


weiter unten ergeben. 


11. 


Sind die Productentafeln für alle in Betracht kommenden » vollständig 
aufgestellt, so kann man nun von denselben für die Factorentafel folgenden 
Gebrauch machen. 

Gesetzt es sei eine Tafel der mit 2, 3, 5 nicht aufgehenden Zahlen Z=P 
— ».E, bis zu der Grenze Z= A eollständıig vorhanden, so lässt sich dieselbe 
mittels der Productentafeln für die p, vnp=7 an bis py < J (7.A), unmittelbar 
und ohne alle weitere Rechnung auf folgende Weise fortsetzen. 

Die Productentafeln geben nemlich alle P=p.E fürp=[17, 11, 13 ....- 
(7A). über A hinaus, bis zu jeder beliebigen Höhe an, also auch de P=Z, 
welche in der Fortsetzung der vorhanden vorausgesetzten Factorentafel zwischen 
A und 7A liegen, folglich die zwei Factoren p und E aller dieser P=Z. Es 
lassen sich daher aus den Productentafeln in die Fortsetzung der Factorentafel 
nicht allein die »p an allen den Stellen bis zu 7.4 eintragen, welche in den Pro- 


ductentafeln von den P=p.E getroffen werden, sondern auch jedesmal der 





h i EN; 
andere der beiden Factoren, E= z ebenfalls aus den Productentafeln. Diese 
BE h 7.4 RR a; 
E > sind nie grösser als 7 = A, weil kein p kleiner als 7 ist. Aber von 


B) 
allen diesen Z = S — A selbst, findet man auch in der, bis zu A reichenden Fac- 
torentafel alle zhnen ergenen Factoren: also kann man in die Fortsetzung der 
Tafel bis zu 7A, ohne weitere Rechnung, einerseits aus den Productentafeln, 
andrerseits aus Jer bis 4 vorhandenen Factorentafel, unmittelbar, nicht bloss 
etwa die beiden Factoren p und E, sondern, nächst dem Factor p, auch noch 


sogleich alle die Factoren, welche E selbst hat, statt E, mithin alle Factoren der 
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Z eintragen. Mithin lässt sich so die Factorentafel von A bis 7A collständiz 
fortselzen. 

Nachdem jetzt die Factorentafel bis zu 7A erlangt ist, stelle ınan die 
Productentafeln weiter von p = Y(7A) bis zu p = V(7’A) auf. Dann lässı 
sich, aus denselben und aus der bis zu 7A erlangten Factorentafel, die letztere 
wieder ganz auf dieselbe Weise, wie es bis 74 geschahe, bis 7°4 fortführen. 

Eben so ferner bis zu 7°A, wenn man die Productentafeln von p=] (7’ A) 


bis zu p = Y(7°A) weiter berechnet. Und so fort, so weit man will, 


12. 
Wäre noch gar keine vollständige Factorentafel vorhanden, so müsste 
man wie so eben beschrieben verfahren. 


Man könnte dann z. B.e A= 60 setzen. Bis zu dieser Grenze ıst die 


vollständige Factorentafel folgende: 


Z E p Z E p 

7 7 1 3l 31 1 

BR... 1 37 37 1 

13 13 l 4l al 1 

(26.) 17 17 l 43 43 1 
19 19 1 47 47 1 

23 23 1 49 7 7 

293 29 1 93 33 1 

39 39 1 


Man stelle nun die Produetentafeln für dep=7biıszup= 19, wel- 
ches zunächst kleiner als Y(7A) = Y420 ist, also für dep = 17,11, 13, 17, 19 


auf. Dieselben geben Folgendes: 


(Fürp=7wdE= 7,1113 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 
ist P= Ep= 49,7791 119 133 161 203 217 259 287 301 329 313 371 413 
Forp=elluE= 7 1 13 17 19 3 39 31 37 
ist P= Ep= 77121 43 187 209 353 319 341 407 
7 
1 





(27.) (Für p=13u.E= 11 13 17 19 23 29 31 
\ ist P=Ep= 91 143 169 221 247 299 377 403 
Fürrp=V7uE= 71312 1719 23 
ist ?P= Ep = 119 187 221 289 323 391 
Fürp=19uE= 7 1113 17 9 
\ ist ?= Ep = 133 209 247 323 361 
11* 
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Alle E in (27), mit Ausnahme des einzigen E = 49, sind zufolge (26) 


Stammzahlen; also haben alle P ın (27), mit Ausnahme von P = 343, nur zwei 
Factoren. Bloss E = 49 ın (27) hat in (26) die zwei Factoren 7 und 7, also hat 
P — 343 die drei Factoren 7,7 und 7. 


Die P 260 < 420 ın (27) treffen keinesweges alle die Zahlen Z ın der 
Fortsetzung der Factorentafel. Es bleiben folgende Zahlen unberührt: 
Z= 61 67 71 73 79 83 89 97 101 103 107 109 113 127 131 137 139 
\ 149 151 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 229 233 

239 241 251 257 263 269 271 277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 

347 349 353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 419; 
und daraus folgt, dass alle diese Zahlen Stammzahlen sind. 

Die 
(29.) P= 77 91 119 133 143 187 209 221 247 und 323 


(28,) 


kommen in (27) zwermal vor; was für jede eine Probe der Rechnung giebt. 

So wäre nun die Fortsetzung der Factorentafel von 60 bis 420 vollstän- 
dıg erlangt, sobald aus (26 u. 27) die Factoren derjenigen P=Z, welche in 
(26 u. 27) getroffen werden, ın dieselbe eingetragen sind. Diejenigen Z der 
Factorentafel, welche von den P ın (26 u. 27) nicht getroffen werden, sind 
Stammzahlen. 

Jetzt setze man die Produetentafeln weiter für die p von 19 ab bis zu 
demjenigen » = 53 fort, welches zunächst kleiner als Y (7? A) = Y 2940 ist, stelle 
sie also für p = 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 u. 53 auf. Dann lässt sich die Fac- 
torentafel aus denselben und aus der vorhin bis zu 420 vollendeten Factorentafel, 
ganz wie vorhin, weiter bis 2490 vollständig mit allen Factoren fortsetzen; wo 
sıch dann schon öfter mehr als zwei Factoren für die P oder Z finden werden. 
Die unberührt bleibenden Z sind wieder Stammzahlen. 

Ferner setze man die Produetentafeln für die 18 verschiedenen p, von 
p = 53 ab bis zu demjenigen »p = 139 fort, welches zunächst kleiner als Y (7? A) 
— / 20580 ıst, und verfahre wie vorhin. Darauf für die 41 verschiedenen », von 
p = 139 bis zu demjenigen p = 379, welches zunächst kleiner als Y(7’A) = 
y144 060 ist, und verfahre abermals wie vorhin Endlich setze man die Prodnuc- 
tentafeln für die 93 verschiedenen p, von p = 379 ab bis zu demjenigen p = 997 
fort, welches zunächst kleiner als Y( 7°’ A) = Y 1008420 ist, und verfahre von 
Neuem, wie vorhin. 


Auf dıese Weise würde man mit der vollständigen Factorentafel bıs über 


1 Million gelangen. Man setze nun ferner die Productentafeln für die 214 ver- 
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schiedenenen » von p = 997 bis zu demjenigen p = 2633 fort, welches zunächst 
kleiner als Y (7 Mill.) ıst, so gelangt man, durch dieselben Mittel wie vorhin, mit 
der vollständigen Factorentafel bis zu 7 Mill. Und so ähnlich weiter, wenn man 


will, bis zu 49 Mill., 343 Mill. etc. 
13. 


So müsste man verfahren, wenn noch gar keine einigermassen ausgedehnte 
Factorentafel vorhanden wäre. Aber die Tafel von Chernac. die bis zu 1 Mill. 
und 20 Tausend reicht, st vorhanden, und viel geprüft. Wäre sie aber auch 
nicht geprüft, so würde sie durch ihre Fortsetzung selbst zahlreiche und sehr 
scharfe Proben erfahren. Z.B. die Zahl 3 236 233 = 7.11.13.53.61 wird von den 
5 verschiedenen Productentafeln zu 7, 11, 13,57, 61 gleichmässig, also 5 mal 


geiroffen; es ıst für P=p.E = 3236233: 


Fürp= 7, E= 462319, welches E also = 11. 13. 53. 61 sein muss, 
Fürp=11, E= 294203, welches Ealso = 7.13. 53. 61 sein muss, 

(30.){ Fürp = 13, E = 248941, welches E also = 7.11.53. 61 sein muss, 
Für p=53, E= 61063, welches E also = 7.11.13. 61 sein muss, 
Fürp=6l, E= 53035, welches Ealso = 7. 11. 13.53 sein muss. 


Diese 5 verschiedenen E sind nun in der Chernacschen Tafel aufzusuchen ; 
und in der That findet man, dass sie die nach (30) für die E nothwendigen 
Factoren angiebt. Jedes Z, welches mehr als einen verschiedenen Factor 
p < 2633 hat, wird von den Productentafeln mehr als einmal berührt; die zu- 
gehörigen E sind in der Chernacschen Tafel aufzusuchen. und geben also eben 
so viele Proben. Bloss diejenigen Z, welche nur einen Factor p < 2633 haben, 
werden von den Productentafeln nur einmal berührt. Der zweite Factor £& soll 
dann eine Stamrnzahl sein. Aber auch Dies giebt eine Probe der Öhernacschen 
Tafel. Dieselbe muss nemlich für E wirklich eine Stammzahl anzeigen; und ob 
diese richtig gedruckt sei, findet sich daraus, dass sie zn die Jerhe der nicht mit 
2, 3, 5 aufgehenden Zahlen E, welche alle ohne Ausnahme in der Tafel vorkom- 
men, passen muss. 

Die Chernacsche Tafel wird also durch ıhre Fortsetzung selbst (voraus- 
gesetzt natürlich, dass in den Productentafeln kein Fehler blieb) durchweg und 
erelfältig geprüft. Auch werden, umgekehrt, durch die Chernacsche Tafel et- 
waige Fehler in den Produetentafeln entdeckt. Denn giebt eine Productentafel 
ein unrichtiges P=p E an (die p und E können nicht unrichtig sein, weil sıe ge- 


druckt sind und also, wenn sie für eine Stelle unrichtig wären, es überall sein 
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müssten): so wird das unrichtige P von den Factoren, welche die Chernacsche 
Tafel für das zugehörige E giebt, nicht wıe es sein müsste, getroffen werden. 

Es ıst daher durchaus nicht nöthig, die Chernacsche Tafel nach ($. 13) 
con Neuern aulzustellen. Dies würde nur dann nöthig sein, wenn sich darın 
zahlreiche Fehler fänden,; worauf man aber bisher nicht gestossen ıst. Man darf 
also ohne Bedenken die Chernacsche Tafel bloss fortsetzen, 

Dass jede Fortsetzung einer Factorentafel durch das beschriebene Ver- 
fahren, zufolge ($. 13.) immer nur bis zum 7/achen Um!ang gehen kann, ıst der 
Grund. weshalb in ($. 4.) angenommen wurde, dass man die Chernacsche Tafel 
zunächst grade bis zu 7 Millionen fortzusetzen haben dürfte; worauf man dann, 


wenn man wıll. bis zu 49. 343 u. s. w. Millionen gehen kann. 


14. 


Für die Fortsetzung der CGhernaeschen Tafel ıst nun Folgendes zu be- 
merken 


A. Angenommen, dass man die Tafel ganz so weit sie reicht, also bis zu 


31.) A = 1020000 
benutzen wolle, so ıst die erste Seite der Fortsetzung «re 341 te von Anfang, die 


aber aus den Gründen in ($. 8.), nemlich damit die Sertenzahl der Factorenta’el 


unmittelbar die Zahl a m P=p.E=3000 «+ Z(5) ausdrücke, nicht die 

Nummer 341, sondern die Nurnmer 340 erhält. Die C hernacsche Tafel. so wie 

1020000 
BIHHT 


B. Danun die Productentafeln dazu bestimmt sind, für bestimmte p und 


7 


(Taf. 1.) gedruckt, würde — 340 Seiten füllen. 


FE die Stellen anzugeben, an welchen dee pE= P oder Z in der Factorentafel 
stehen, um dann an diese Stellen p, nebst den aus der Chernaeschen Tafel zu 
nehmenden Factoren von Esetzen zu können, so kommt es zunächst auf die Stelle 
der ersten Seite der Fortsetzung der Factorentafel an, in welche p zurn ersten- 
mal zu setzen ist; so wie auf das zugehörige E. 

C. Da die E in den Produetentafeln, auf jeder Seite derselben. fiir 
jedes p um 3000 fortschreiten, so darf man an die Spitze der Ü nur eine Zahl 


we 6 E l . n . 
4, setzen, welche rn: 3000 aufgeht und für welche dann zugleich ph< A, hin- 


gegen 7 A +3000) > A ist, damit das P=p.E oder Z, welches zunächst 


grösser als .F ist, auf der vorliegenden Seite sorkomrme. 

Diese Zahl A ist fürp = 7, also für (Taf. HI), = 144 000, denn ph 
— 7.144000 = 1005000 ıst kleiner, hingegen 7.(144 000 + 3000) = 1029 100 
grösser als «1 = 1020000, Deshalb ıst in (Taf. II) 
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(32.) x = 144.000 
an die Spitze der E gestellt. 

Für p=83 ist % = 12000; denn pA =83.12000 = 996 000 ist kleiner. 
hingegen 83 (12 000 + 3000) —= 1245000 grösser als A. Deshalb steht in 
(Taf. IV) 

(33.) x = 12000 
an der Spitze der E. 

Für p = 1693 ist % = 0, denn pA = 169.30 — 0 ist kleiner, hingegen 

1693 (0 + 3000) = 5079000 grösser als A, und deshalb steht in (Taf. V) 


(34.) N — 0 


an der Spitze der E. 

Die }, mit den in den Spalten e stehenden Zahlen zusammengezählt, 
drücken nun alle E auf der vorliegenden Seite der Productentafel aus. Reicht die 
vorliegende Seite nicht aus, so muss man X für jede folgende Seite um 3000 ver- 
grössern. 

D. Da jetzt das erste E=4+]1 auf der vorliegenden Seite der Pro- 
ductentafel bestirmmt ist, so ist es auch das zugehörige P=p.E=p(+-1); und 


dieses P oder Z steht, wenn man 
(35.) p@+D=3000 u+ 2 


seizt, auf der «!En Seite der Factorentafel, für deren erste Seite, nach (A u. $. 8), 
a —=d ıst. 
Für p = 7 ist p& +1) = 7.144 001(32) = 1008 007 = 3000.336+7, 
also ıst nach (35) « = 336, und demnach steht in (Taf. II) 
(36) u 336 


über der ersten der Spalten 4, welche die Zunahme der 4 angeben; für die 
erste Zunahrne von 4 aber steht 0. 
Für p = 83 ist p(A +1) = 83.(12000 +1) (33) = 996 001, also ıst nach 
(35). «u = 332, und daher steht in (Taf. IV) 
(37.) u = 332 


über der ersten der Spalten «ı, und für die erste Zunahme von «u steht wieder 0. 
Für P = 1693 it P % +1) = 1693 (0 +1) (34) = 1693; also ist nach 
(35) « = 0 und daher steht in (Taf. V) 


(38.) a0 
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über der ersten der Spalten «, und für die erste Zunahme von 4 steht 
wieder ©. 

FE. Nachdem so das erste «ı der Fortsetzung der Chernacschen Ta- 
fel bestimmt worden ist, ergeben sich, wenn man fortwährend die in den Spal- 
ten «u angegebenen Zunahmen von «u hinzuthut, die «u für alle E. Dies giebt 
die (Taf. III, IV, V) über jedem Hundert vermerkten «; und eine Probe ist, dass 
das « am Ende des letzten, 29 ten Hundert, nebst der für den Uebergang von 2999 
zu 3001noch hinzukommenden Zunahme von «u, (nach $. 8,9) ein «u geben muss, 
welches um P grösser ist als das erste anfängliche. 

In Taf. III.) beträgt « für das 29te Hundert 342, und die Zunahme von 
2999 bis 3001 noch 1, weil grade dort die Zahl „ abnimmt; demnach ist «u für 
die nächste Seite der Productentafel = 343; und Dies ist um p=7 grösser als 336. 

In (Taf. IV.) beträgt «u für das Ende des 29ten Hunderts 414, und es wäre 
also. danoch 1 hinzukommt, indem die Zahlen ce, von 2999 bıs 3001 aönehmen, 
für die nächste Seite der Productentafel «= 415; was um 83 grösser ıst als 332. 

In (Ta. V.) beträgt «« am Ende des 29ten Hunderts 1692, und von 2999 
bis 3001 kommt (eben wie von 299 zu 301) nach (16 $. 10) noch 1 hinzu; also 
wäre u für die nächste Seite der Productentafel = 1693; was, wie gehörig, um 
p = 1693 grösser ıst als ©). 

F. Aus den jetzt für alle E der Productentafeln angegebenen « findet 
sich nunmehr von selbst die Stelle der ersten Seite der Fortsetzung der Cher- 
nacschen Factorentafel, an welcher zum erstenmale p als Factor zu setzen 
ist, nebst dem zugehörigen E. Sie ist diejenige, wo in der Productentafel « die 
Nummer 340 der ersten Seite der Fortsetzung der Factorentafel erreicht (nach 
der von O statt 1 anfangenden Nummerirung, gemäss A) oder auch zuerst sie über- 
schreitet, und das zugehörige E steht daneben. 

In (Taf. 111.) erreicht «ı die Zahl 340 für E=145716 und c,y ist = 19, 
aiso steht »y = 7 auf Seite 340 der Factorentafel zuerst in dem Fach 19. Iu der 
That ıst 7.145717 — 1020019 = 340.3000 = 19, 

In (Taf. IV) erreicht «u die Zahl 340 für E= 12293, und 67 ıst = 319, 
also steht » = 83 auf Seite 340 der Factorentafeln zuerst in dem Fach 319. In 
der That ıst 83.12293 = 1020319 = 340.3000 + 319. 

In (Taf. V.) überschreitet «u die Zahl 340 zuerst für E = 607, und zwar 
um 2, und co, ıst = 1651, also steht » = 1693 auf Seite 340 + 2 = 342 der 
Factorentafel zuerst ın dem Fach 1651. In der That ıst 1693 .607 = 1027 651 


— 342.3000 + 1651. 
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15. 


Nunmehr kann die Fortsetzung der Chernacschen Factorentafel, aus ihr 
selbst und aus den Productentafeln, ohne alle weitere Rechnung, bloss ausge- 
schrieben werden. | 

Die Productentafel nemlich giebt durch die « und die &,n7 die Nummer 
der Factorentafel und das Fach an, in welchem auf derselben Z oder P=p.E 
steht; die Factoren von E aber giebt die Chernacsche Tafel an, und es gelangen in 


derselben alle der Reihe nach auf einander folgenden E, von dem ersten an, wel- 


| . B 7000000 
ches in Betracht kommt, bis — = p 


folgen auch in der Productentafel in derselben Ordnung unmittelbar auf ein- 
ander. Es ist daher nichts weiter nöthig, als p an die durch die 7 angegebenen 
Stellen der Factorentafel mit «« zu schreiben und aus der C’hernacschen Tafel 


die Factoren der zugehörigen E dazu zu setzen. 


So z. B. giebt die Productentafel für »p = 7 und 4 340 der Reihe nach 


zur Anwendung; denn alle diese E 


E= 145717 145721 145723 145727 145729 145733 ..... 
= 19 47 6l 89 103 BE ..... 
also  Z = 1020019 1020047 1020061 1020089 1020103 1020131 


Nach der Chernacschen 
| Tafel ist E= 11.13.1019 145721 145723 43.3389 61.2359 7.109.191 
\ also ist Z= 7-11.13-1019 7.1457217.145723 7.43.3389 7.61.2389 7?,109.191 
und so weiter. 


16. 


Bei den E und ihren Factoren lässt sich nicht leicht fehlen, da sie ın der 
Chernacschen Tafel alle ohne Ausnahme und der Reihe nach genommen werden. 
Nur bei den Z ist Aufmerksamkeit nöthig, dass man aus der Productentafel die 
Seitenzahl «ı der Factorentafel und die Stelle e,n auf derselben, zu den auf ein- 
ander folgenden E richtig entnehme. Aber auch in der Seitenzahl «ı der Fac- 
torentafel lässt sich, für diejenigen p, welche auf einer und derselben Seite noch 
mehr als einmal vorkommen (was noch bis zu p < 300 der Fall ist, da der zwe:- 
malıge grösste Fortschritt der E, 6-+ 4 = 0 ist) nicht leicht irren, indem sich der 
Uebergang von einer Tafel zur nächsten aus dem Abrehmen der c, n von selbst 
ergiebt ; bloss für die p > 300 ist eine besondere Aufmerksamkeit auf die Seiten- 
zahl «ı der Factorentafel nöthig. 

Die Mühe des obigen Eintragens der p aus der Factorentafel der zugehöri- 


gen E nimmt, so wie p steigt, schnell ab. Und schon durch p = 7 ganz allein wird 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd.LI. Heft 1. 12 
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ein bedeutender Theil der Felder der Factorentafel gefüllt. Ehe nemlich 7. E 


über 3000 steigt, muss Z£ um 429 zugenommen haben, und in diesem Umfange 
liegen etwa 114 verschiedene E: also kommt 7 auf jeder Seite der Factorentafel 
an 114 mal als Factor vor Da sich nun ausserdem in dem Umfange von 3000, 


ı , 
i 


selbst für die Zahlen über 1 Mill. hinaus, noch mehr als WO Stammzahlen be- 


y. 


. } nr I ] 1} } - . ' . z 
hınden, so ıben, nachdem bloss erst das p = 4 eingetragen worden ıst, von den 


2 


S00 Feldern einer Factorentafelseite nur noch etwa 500 Felder durch ale übrı- 


4 


N) - | > ie 
Je mehr aber p zunimmt, je seltener nicht allein kommt es vor (z.B.p = 
Ense nu N‘ tee u ns | : n x. J Fact - fel mn Mi 

101 kommt nur noch etwa 8 mal auf einer Seite der Factorentafel vor), sondern 
| I | se . x Dz R = 
weniger ist auch sonst noch zu schreiden nöthig, weıl schon vorher viele kleı- 

p . ] . in .y I » F: 114 7 
nere p dieseliden Stelien der Factorentaftel berührt und sie gefüllt haben; was eben 
die oben gedachten Proden giebt. Die Mühe des Eintragens der Ergebnisse der 

Productentafeln in die Factorentafel ıst also nicht übermässig gross, 
a3 L Be Zu : a nk ] l n 
Die Productentafeln bleiben für jede noch so hohe Ausdehnung der Fac- 
rentafel urıwerändert dieselben. Sıe sınd immer nur bis p = YA fortzusetzen 
nöthig, und auch jedes huhere p eriordert, wıe man oben sahe. immer nur eine 
inzige Seite. Für A= 7 Mil. muss man nach ($. 4) mit p bis zu Y7 Mill. 


Br G . . 7 Ju l a .- Dr p = L h yo Zr a 
— 2633 zehen, und es sınd also dazu, wıe ın (9. 6) bemerkt, 379 Productentafeln 


nöthie. Für I = 49 Mill. muss man bis zu p = J 49 Mill. = 7000 zehen; und in 

diesem Umfanze befinden sich 897 Stammzahlen, so dass bis zu A = 49 Mill. 

S97 Productentafeln nöthig sein würden, mithin nur noch 897 — 379 = 518 
PU Ta 1€ T N = i \ 

Das Eintragen derp und der Factoren der ‚ugehörigen E in die Factoren- 

tafel wird sehr erleichtert und gesichert werden, wenn sich zwez Personen in die 


a 2 Bu En 2 a al a er I: 
\ulgabe theillen„ deren eine aus den Productentafein die Z . dıe « und die en 
angiebt, die andre die Factoren der E aus der Chernacschen Tafel nimmt und 
. , 2 . ! - R Be % T ’ u 
} ’ ' r. .q 4 > br yy - + tn n # smerfl = . 
sie, nebst dem p, ın dıe Fortsetzung der Factorentafeli ernschreidt. Das Werk 
y 4 er » ij y 1 -— 2 £ ; ’ 
| » .G1Lr 2a y ırı7? Ahın2 un + ’ 
wird dann um so zuverlässiger werden, und so schnell von Statten gehen, wie sich 


. , 4 > > 2 . . . 
I } — se Bonn ! in atatol a | i 
die Zahlen in der Fortsetzung der Factorentatel schreiden lassen. 


17. 


Das ganz ausgefüllte Blatt ( Taf. I) ıst bestimmt, das Beispiel einer der 


fertizen Seiten der Fa reniafel zu eeben. Hätte man die Productentafeln 


w = 


u. 1 - 


für alle, z.B. bis zu 7 Millionen in Betracht kommenden p hier aufgestellt vor 


an n ET .r { ' en ' I) ın Irphr: f ! i ECO 
sich, so hätte zu dem Beispiel ırgend eine deleörge Seite der Fortsetzung der 


u 
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Factorentafel genommen werden können; z. B. grade die erste Seite der Fort- 
setzung, von welcher insbesondere in ($. 15) die Rede war. Da indessen hier 
nur erst die Productentafeln für die drei p = 7, 83 und 1693 in (Taf. III, IV 
und V) vorliegen, so ging Dies nicht an, und man konnte das Beispiel nur ganz 
aus der Chernacschen Tafel selbst nehmen. Von dieser stellt (Taf. I) diejenige 
Seite (4 = 339) vor, welche der ersten Seite No.1 (« = 340) der Fortsetzung 
der Tafel, von 1020000 an, unmittelbar vorangeht , also von 1017000 bis zu 
1020000 sich erstreckt, mithin noch ganz im Umfange der Chernaeschen Tafel 
liegt. 

Die Productentafel für p = 7 (Tafel III) zeigt nun hier, dass p=T auf 
dieser Tafel um eine Seite der Factorentafel früher zum erstenmale vorkommen 
muss, als auf der ersten Seite der Fortsetzung der Tafel, also nicht wie auf die- 
ser, für 2E= 144000 + 1500 + 217 = 145 717 und für Z = 3000.340 + 19 
— 1020019, sondern für E = 144000 + 1200 +89 = 145289 und für 
Z = 3000.339 + 23 = 1017023. Darauf kommt » =7 der Reihe nach für 
alle E der Productentafel und für alle, dieser gemäss ihnen zugehörigen Z der 


Factorentafel vor, also der Reihe nach für 


E=- 1452389 145291 145 297 145301 145 303.....: und 
\ — 1017023 1017037 1017079 1017107 1017121.....; 
(40.) — 7.145289 7.145291 7.145297 7.145301 7.145303.... ‚und, die 


die Factoren der E gesetzt, 
= 7.145289 7,23,6317 7.31.43.109 7.7.13.11177 7.145 503.....: 


und so verhält es sich auf dem Blatt (Taf. I) wirklich. 

Die Productentafel für p = 83 (Taf. IV) zeigt, dass » = 83, nicht wie 
auf der ersten Seite der Fortsetzung der Factorentafel, für 2 = 12000 + 293 
— 12293 und Z = 3000.340 + 319 = 1020319, sondern um eine Seite früher, 
also für Z = 12000 + 257 = 12257 und Z = 3000 .339 + 331 —= 1020 331 
zum erstenmal vorkommen muss. Darauf kommt P = 83 für alle E der Pro- 


ductentafel und für alle zugehörigen Z/ der Factorentafel vor, also der Reihe 


nach für 
E= 12 257 12 259 12 263 12 269 12 271..... und 
Z= 1017331 1017497 1017829 1018327 1018493..... 
(41.) — 8312257 8312259 83.12263 83.12269 83.12 271..... und die 
Factoren von E gesetzt, 
83,7.17.103 83.13.23.41 83.12 263 83.12269 83,7.1753..... 


und so verhält es sıch auch auf dem Blatt (Taf. I). 


12* 
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Die Productentafel für p = 1693 (Taf. V) zeigt, dass p = 1693 auf der 
ersten Seite (1. = 340) der Fortsetzung der Factorentafel gar nicht vorkommt, 
sondern erst auf der folgenden Seite (u=341=338-+3), für Z=p.E=1693.607, 
also für Z=607. Das zunächst 607 vorhergehende E ist = 601 und 601.1693 
ist der Productentafel zufolge = 339.3000 + 493 = 1017493. Also kommt 
p = 1693 ın (Taf. I) (u = 339) für Z= 1017 493 vor; wie es auch der Cher- 
nacschen Tafel gemäss ist; darauf zunächst erst auf der dritten, folgenden Seite 
(u = 342) für Z = (07.1693 = 1027 651. Und so weiter, 


Die Stammzahlen bezeichnet Chernac durch einen starken Strich i 





Es lässt sich aber der für die Stammzablen leer bleibende Raum recht gut benut- 
zen, um anzuzeigen, welche der eier Formen 8n +1, 3, 5, 7 die Stammzahl habe. 
Deshalb ist in (Taf. I) bei den Stammzahlen, statt eines Strichs, p,, Ps, P5 oder p-; 


gesetzt worden; je nachdem die Stammzahl diese oder jene ihrer vier Formen hat. 


18. 


Vielen Lesern dieses Journals wird es vielleicht scheinen, die vorstehende 
Erörterung des an sich so sehr einfachen Gegenstandes sei zu ausführlich, und 
strebe allzusehr nach Deutlichkeit. Aber einestheils hat der Herausgeber die- 
o, dass es Pflicht jedes mathematischen Schriftstel- 
lers sei, Das was seinen Lesern nutzen kann, ihnen so deutlich zu machen, dass 


ses Journals die Ueberzeugun 


sie es mit der möglich-geringsten Mühe und Anstrengung zu verstehen vermögen, 
und er ist seinerseits, bei Allem was er veröffentlichte, nach dieser seiner Ueber- 
zeugung zu verfahren bestrebt gewesen; anderntheils ist der obige Vortrag nicht 
bloss für wirkliche Mathematiker bestimmt, die sich schwerlich mit der Aufstellung 
einer Factorentafel beschäftigen werden, weil sie ıhre Zeit wırksamer anwenden 
können, sondern auch für Personen, die nur insbesondere geübte und zuverläs- 
sige Zahlenrechner sind, und von welchen zu erwarten ist, dass sie sich mit einer 
Factorentafel beschäftigen dürften. Für diesen Zweck aber musste der Vortrag 
noch um so nothwendiger deutlich sein. 

Niemand dürfte wohl geeigneter sein, eine Fortsetzung der Factorentafel 
zu unternehmen, als der allbekannte und berühmte Rechenkünstler Herr Dase, 
welcher Zahlenrechnungen zu seinem Lebensberuf gemacht hat. Und der Her- 
ausgeber hat wirklich hier, für die Factorentafel, an ıhn vorzugsweise gedacht; 
um so mehr, da Herr Dase, wie er erklärt hat, beabsichtigt, eine Factorentafel 
der Zahlen bis zu 30 Millionen zu berechnen. Möchte er diesen Vorsatz ausfüh- 


ren; möchte aber auch zuvor, damit es ihm möglich sei, seine Zukunft durch ein 
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festes Einkommen ihm gesichert werden. Herr Dase verdient die Erfüllung 
dieses Wunsches ohne allen Zweifel; denn sein Talent für das Rechnen mit Zah- 
len ist, wie allbekannt, so überaus, ja selbst so unbegreiflich gross, dass sich dreist 
behaupten lässt, es sei in diesem Maasse vielleicht noch nie da gewesen, und werde 
vielleicht in Jahrhunderten nicht wiederkehren. Ein solches Talent aber kann 
nicht bloss für den obigen Gegenstand, sondern für gar mancherlei mathematische 
Dinge ungemein nutzbar werden. Schon aus dem Gesichtspuncte der Nützhch- 
keit wäre es daher wahrhaft schmerzlich, wenn ein solches Talent unbenutzt zu 
Grunde gehen sollte. 

Uebrigens sieht man aus der obigen Auseinandersetzung, dass sie, obgleich 
der Gegenstand derselben an sich so sehr einfach ist, doch allerdings auch einige 
mathematische Ueberlegung erfordert, um nicht bloss die möglichste Erleichte- 
rung, sondern auch, und vorzüglich, die möglichste Sicherheit der Rechnungen 
zu erlangen. Es ist hier ein Fall, wo die Mathematik ihrer eigenen Sache dient; 
gleichsam die Theorie der Ausübung. Solche Anwendungen der Mathematik 
sind sicherer als die auf Gegenstände im Leben ausser ihr, wo sie meistens nur 
auf mehr oder weniger ungewisse Voraussetzungen (Hypothesen) sich beziehen 
kann. 

19. 

Es dür!te für den Fall, dass Aussicht zum Zustandekommen der Fort- 
setzung der Factorentafel bis zu 7- und bis zu 49 Millionen vorhanden sein sollte, 
nöthig sein, so gut es angeht, zu überschlagen, wieviel Geld und Zeit dazu erlor- 
derlich sein dürfte. Es soll Dies hier geschehen; und zwar zunächst in der Voraus- 
setzung, dass die Aufstellung des Manuseripts der Ta‘el von Jemand unternommen 
werde, dessen Bestehen schon gesichert ist, so dass die Kosten der Berechnung 
nicht in Anschlagkommen, sondern nur die baaren Auslagen. Dann soll auch ein 
Ueberschlag der Kosten der Veröffentlichung der Ta'el beigefügt werden, um 


zu sehen, ob dieselbe im Wege des Buchhandels möglich seı. 


I. Aufstellung der Handschrift der Factorentafel. 


Erstlich, von einer Fortsetzung der Factorentafel bis zu 7 Millionen. 

A; Die Tafel (Il) der beiden letzten Ziffern der Producte der 40 un- 
geraden Zahlen k (58. 7) < 100 in die 80, nicht mit 2, 3 und 5 aufgehenden 
Zahlen & (1 $. 6) < 300 ist hier schon aufgestellt; und wäre das nicht, so würde 
es in eınern Tage geschehen können. Von dieser Tafel sind nach ($. 7) so viele 
Exemplare zudrucken, dass daraus für jede der nach ($.6) in Betracht kommenden 
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379 Stammzahlen 10 gleiche Streifen abgeschnitten werden können, um sie 
auf die 379 Produetentafeln aufzuheften. Die meisten p < Y 7Mill. haben, wie 
aus (6 $. 7) zu sehen, dıe Zahl 83 zu ihren beiden letzten Ziffern, nemlich ihrer 
14 zu jeder Produetentafel: also auch für jede mit 83 endigende Stammzahl 
sind 10 gleiche Streifen aus (Taf. II.) nöthig, also müssen zu den 14 verschiede- 
nen auf 83 endigenden p<y7 Mill. 140 Exemplare von (Taf. 1I.) vorhanden 
sein. Diese liefern dann auch, mehr als hinreichend, die Streifen für alle übrigen 
p mit andern letzten Ziffern als 83, denn alle diese kommen weniger oft vor. Die 
140 Exemplare von (Taf. II.)würden kosten: 
Das Zeichnen der Tafel auf Stein.................. ueeeeneenc4 Thl, — Sgr. 
140 Abdrücke davon, zu 20 Sgr. das Hundert..... »urrrsssserseneuneel „ 10 „ 
3 Buch Papier dazu (auf einer Seite zu bedrucken) zu 7} Sgr. - „ 223 „ 
Thut 6 Thl. 23 Ser. 
B. Zu den 379 Productentafeln, die der Rechner auszufüllen hat, und 


auf welche vorher die Streifen aus (Taf. II.) von einem Buchbinder aufgeheftet 





werden, sind die Zahlen e, nebst den Linien, die für alle «dieselben bleiben, nur 
einmal auf Stein zu zeichnen nöthig, und dann sind 379, in runder Zahl 400 Ab- 


drücke davon zu machen. Dies würde kosten: 


Für das Zeichnen der Tafel auf Stein.......... near ud Thl. — Sgr. 
A00 Abdrücke davon, zu 20 Sgr. ee GE 2 u 
9 Buch auf einer Seite zu bedruckendes Papier zu 75 Ser. 2 9 72 0 


Für d. Aulhe'ten d. Streifen aus (Tal. II.) auf 379 Tafeln 2.25 Sgr. 31 „ 173 „ 
Thut 39 Thl. 15 Sgr. 
An Zeit wird der Rechner, nach dem Versuch welchen der Herausgeber an 
den Tafeln (111. IV. V.) gemacht hat, zn Durchschnitt 2 Stunden zu jeder Tafel 


brauchen, alsozu 379 Tafeln (10 Arbeitsstunden auf den Tag gerechnet) 76 Tage. 





C. Zu der Fortsetzung der Factorentafel selbst, um6 Mill., sind, da jede 
Tafelseite um 3000 fortschreitet, 2000 Seiten, also, da hier das Papier recht gut 
auf beiden Seiten bedruckt werden kann, 500 Bogen oder 22 Buch Papier nöthig. 
Auf Stein ist die Tafel mit den Zahlen £Z und den Linien nur einmal zu zeichnen 
nöthig. Indessen wird es hier besser sein, auf einen und denselben Stein die 
Tafel zweimal, neben einander gestellt, zu zeichnen, damit zwei Tafeln zugleich 


abgedruckt werden können. Die Kosten würden foleende sein: 


Für das zweimalige Zeichnen der Tafel auf Stein....-....sssesesereerno 6 Thl. — Ser. 
Für >) Buch Papier, zu 73 Sgr BLU RTL I er r 15 . 
1000 Abdrücke d. Steinzeichnung zu machen, z, 1 Thl. d. Hundert 10 „ — „ 





Thut 21 Thl. 15 Ser. 
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An Zeit hat der Herausgeber zum Ausschreiben von (Taf. V.) aus der 
Chernacschen Tafel und zum Hinzufügen der p, 2} Stunden nöthig gehabt. Das 
Ausschreiben aus zwez verschiedenen Tafeln, der Chernacschen und der Produc- 
tentafel, wird zwar etwas mehr Zeit erfordern, aber wegen der Uebung, und in 
Erwägung, dass der Herausgeber, wegen seiner gelähmten Hand, nur langsam 
schreiben konnte, werden auch dazu 23 Stunden für eine Tafelseite hinreichen ; 
und mit einem Forleser noch weniger. Also werden wenigstens 4 Tafelseiten 
in einem Tage ausgefüllt werden können; mithin würden zu dem Schreiben der 
2000 Tafelseiten 500 Tage nöthig sein. 

Zusammen also würden die zur Fortsetzung der Chernacschen Tafel um 


6 Mill. nöthigen Kosten und Zeit folgende sein: 


Zu (A). 6 Thl. 2: Sgr. und 1 Tag Zeit; 
Zu (B.)-+.rr000.00...:39 or 15 2 . 76 . PR 
Zu (C.) De ee »1 .. 15 .. .. 500 5) .9 





Thut zusammen 67 Thl. 22 Sgr. und 577 Tage oder höchstens 2 Jahre Zeit. 
Beides, Kosten und Zeit sind, wie man sieht, nicht bedeutend. 
Zweitens. Eine Fortsetzung der Factorentafel bis zu 49 Millionen. 
D. Für (A) kommt von (Taf. II.) bloss Das in Anschlag, was zu den nach 
($. 16) hier in Betracht kommenden 518 mehreren p<y49 Mill. nöthig ist. 
Dieses dürften 10.25 = 250 Exemplare von (Taf. II.) sein, und diese würdenkosten: 
Für 6 Buch Papier zu 7? Sgr.-...u.... 1 Thl. 15 Sgr. 
250 Abdrücke, zu 20 Sgr. das Hunder 2 „ — „ 
Thut 3 Thl. 15 Sgr. 
E. Für (B) sind nöthig zu den 518 mehreren p: 
3 00 9, 0% 4:4 URERCENEENEDN EUER 3 Thlr. - Sgr. 
518 Abdrücke, zu 20 Sgr. das Hundert............... By y 
Für das Aufhelten d, Streifen auf5l18 Tafeln,zu23Ser. 3 „ 5 
Thut 50 Thlr. 5 Sgr. 
An Zeit zur Ausfüllung der 518 mehreren Productentafeln, zu 5 Seiten 








täglich, würden nöthig sein 104 Tage 
F. Zur Fortsetzung der Factorentafel von 7 bis 49 Mill, also um 42 Mill., 
sind nöthig 14000 Seiten, also 3500 Bogen oder 
DER Pepe EEE... innechsnanansschdenennnnnnnresehähhene 37 Thlr. 15 Sgr. 
7000 Abdrücke d. doppelt gezeichneten Tafel, zul Thlr.d.Hund. 70 „» — „ 





Thut 107 Thlr. 15 Sgr. 
An Zeit zur Ausfüllung von 14000 Seiten Tafeln, zu 4 Seiten täglich, 3500 Tage. 
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Zusammen also würde die wertere Fortsetzung der Factorentafel von 7 bıs 


zu 49 Mill, erfordern: 





En KB. 3 Thlr. 15 Sgr. 

3 RER. BB .„ 5 „ und 104 Tage Zeit; 

N u 107 „15 „ und 3500 Tage Zeit; 
Thut 161 Thlr. 5 Sgr. und 3604 Tage Zeit, 


Hierzu kommen für die erste Fort- 

setzung der Tafel bis zu 7 Mill., die erst 

fertig sein muss, ebe dıe fernere Fortset- 
zung angefangen werden kann, die obige. 67° „ 2% „ und 577 Tage Zeit, 
Thut 228 Thlr. 7 Sgr. und 4181 Tage Zeit, 


Also würden zur Fortsetzung der Chernacschen Taiel bis zu 49 Mill., zu- 





sammen 228 Thlr. 72 Sgr. baare Auslagen und 14, höchstens 16 Jahre Zeit (zu 


« 


300 Arbeitstagen gerechnet) nöthig sein. 

Herr Dase meint, zur Aufstellung einer Factorentafel bis zu 30 Mill., 
30 Jahre Zeit nöthig zu haben, welche auch wohl gewiss, ohne die oben beschrie- 
benen Mittel zu Hülle zu nehmen, dazu nothwendig sein würden. Wie man sieht, 
kann aber die Factorentafel mit den obigen Hülfsmitteln bis zu 49 Mill., ın 14, 
höchstens 16 Jahren, also bis zu 30 Mill. in noch nicht 10 Jahren vollendet 
werden. Es würde also Herr Dase, schon bei den 30 Mill, über 20 Jahre Zeit 
ersparen und, was die Hauptsache ist, etwas ezel Sichereres zu Stande bringen, als 


ohne die beschriebenen Hülfsmittel. 


Il. Veröffentlichung der Faectorentafel. 
Erstlich bis zu 7 Millionen. 

G. Erst durch die Veröffentlichung und Ausstellung zum Kauf würde 
natürlich das Werk seinen vollen Nutzen haben. 

Zu wünschen wäre für die Sicherheit der Angaben der Tafel, aus den in 
($. 5) bezeichneten Gründen, dass die ganze Factorenta’el, statt sie mit beweg- 
licher Schrift zu drucken, vom Stein gedruckt werden könnte. Aber Dies würde 
bei weitem mehr kosten, als das Drucken mit beweglicher Schritt. 

DadieSeiten der Factorentafel, wie (Taf. I), so ziemlich immer gleich viele 
Zahlen enthalten, indem erst über 49 Mill. hinaus häufig eine Zi!fer mehr vor- 
kommt, so sind nur für Eine Million der Fortsetzung die Kosten zu berechnen 
nöthig; denn auch jedesmal nur Eine Million würde zu berechnen, zu drucken 


und zum Verkauf auszustellen sein. 
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Je zwei Seiten wie (Taf. I.) können, wie in (C) bemerkt, auf einem und 
demselben Stein neben einander gezeichnet und zugleich abgedruckt werden. Zu 
der Fortsetzung um 1 Mill. gehören 334 Seiten. Dieselben, mit den Linien und 
den bleibenden Zahlen auf Stein zu zeichnen, würde kosten, zu 4 Thl. die Seite, 


1336 Thl. — Ser. 


Den Stein wieder abzuschleifen, 167 Steine, zu 20 Sgr.......... 111 „ 10 „ 
Zu 4 Seiten ist ein Bogen Papier nötbig (auf beiden Seiten be- 

. 4 500.334 
druckt), also sind z B. zu 500 Exemplaren gg = 348, an- 
genommen 350 Ries Papier nöthig, zu 33 Thl. thut.-.............1225 „ — „ 
500 Abzüge von 167 Steinen, thut 835 Hundert Abzüge z.1Thl., 85 „ — » 





Thut 3507 Thl. 10 Sgr. 

Also würde die Herstellung des Steindrucks von 500 Exemplaren der Fort- 
setzung der Factorentafel um I Mill. 35075 Thl. mithin Eines Exemplars etwa 
Sieben Thaler kosten. 

Die 1336 Thl. Kosten des Zeichnens der Tafeln auf Stein würden zwar 
fast ganz erspart werden, wenn der Rechner die Tafeln, statt mit gewöhnlicher, 
mit Steindruck-Dinte schreiben könnte, um sie dann durch Umdruck auf den Stein 
zu bringen. Aber Dies geht nicht an, weil nur Schrift die nicht zu trocken ge- 
worden ist, auf den Stein sich umdrucken lässt, der Rechner aber nicht Tafel um 
Tafel ganz vollendet, sondern die Factoren p einzeln durch die ganze Million ein- 
trägt; und dann auch, weil nicht zu vermeiden sein würde, dass Zahlen hie und 
da verwischt werden ; was in Umzudruckendem nicht geschehen darf. 

H. Der Druck mit beweglicher Schrift würde nach der Angabe eines 
erfahrenen Sachıkenners nur kosten: 

Der Satz eines Bogens von 4 Seiten wie (Taf. I.)-..--10 Thl. — Sgr. 
Der Abdruck von 500 Exemplaren. ...ersssennonsesseeneee ie 
500 Bogen Papier zu 500 Exemplaren eines Bogens 2 „ 20 „, 
Die Correcturen macht der Rechner. 





Thut 14 Thl. — Sgr., 
höchstens 15 Thl.; also für 84 Bogen zu 1 Mill. Zahlen... un... 1260 Th!. 
Mithin würde sich durch den Druck mit beweglicher Schrift ein Exemplar der 
Fortsetzung der Factorentafel um 1 Mill. schon für etwa 23 Thl. herstellen lassen. 

J. Auch wenn man noch die obigen Kosten der baaren Auslagen bei der 
Aufstellung der Handschrift, und selbst die der Berechnung derselben hinzuthut, 


sind die Kosten nicht bedeutend höher. 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 1. 13 
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Von den 228 'I[hl. 73 Sgr. Kosten der Auslagen für 48 Mill. kommen nem- 


Bihiah: M:  iaean eee one ‚oe 4 Thl. 23 Ser. 
Von den 16 Jahren Zeit zu 48 Mill. kommen auf 1 Mill. 3 Jahr, 

7 UORRRIEUNE DIR SIE/EURERHOER SCHIENEN I ARSEEK 5 20 2 —y 
Also erhöhen sich die obigen Kosten von---.rerersenenneeeneneeenenn a ei ie 





bis auf 1464 Thl. 23 Ser. 
und das Exemplar lässt sich dann immer noch für weniger als drei Thaler herstellen. 

Im Buchhandel kostet das Exemplar freilich alsdann wenigstens szer T’ha- 
/er. Aber auch dieser Preis ist verhältnissmässig, nemlich für einen Band von 84 
Bogen in Folio, sehr gering. Denn die Tafel von Chernae für die erste Million 
kostet in Paris bei Bachelier 48 Fr, also beinahe 13 Thl.; von der Burckhardt- 
schen Tafel, bis zu 3 Mill., kostet zwar jede Million nur 12 Fr. oder 3 Thl. 6 Sgr., 
aber diese Tafel giebt auch nur die kleinsten, nicht alle Factoren ihrer Zahlen 
an, und erfüllt, wie in ($. 1) bemerkt, nicht gut ihren Zweck. 

K. Es käme also nur darauf an, dass man des Absatzes von I00 Exem- 
plaren, oder doch des grössten Theils derselben im Voraus durch Unterzeichnung 
der Käufer versichert sei. Dann wäre die Veröffentlichung der Fortsetzung der 
Factorentafel im gewöhnlichen VVege des Buchhandels ganz gut möglich. Auf 
den Absatz von 500 Exemplaren zu rechnen, dürfte aber auch nicht allzu kühn 
sein; aus den beiden Gründen, dass, erstlich, das Werk in allen gesittigten Län- 
dern der Erde völlig ganz gleich benutzbar ist, sobald ihm die nöthige Erläuterung 
in Zateinischer Sprache beigefügt wird; und dann, dass, zweitens, die Erscheinung 
des Werks 16 Jahre Zeit erfordert, also jährlich nur 3 Bände zu 4 Thl. verkauft 
werden dürfen. Wenn die Regierungen der verschiedenen Länder, für jede 
öffentliche Bibliothek und für jede, wenigstens der vorzüglichsten Lehr-Anstalten, 
Ein Exemplar ankaufen lassen, dürfte schon eine sehr bedeutende Zahl von 
Exemplaren abgesetzt werden. 

An Zeit sind nichtetwa mehr als dieobigen 16 Jahre zur Veröffentlichung 
nöthig ; sie könnte, gleichzeitig mit der Berechnung von Million zu Million geschehen. 

C. Wäre die Veröffentlichung durchaus nicht möglich, so würde immer 
auch schon die Aufstellung der Handschrift der Fortsetzung der Factorentafel 
recht nützlich sein. Dieselbe müsste dann in der vorzüglichsten wissenschaftichen 
Anstalt desjenigen Staats niedergelegt werden, welcher das Werk durch die baaren 
Auslagen für die Handschrift und durch die Besoldung des Rechners möglich 
gemacht hat, oder, im Fall Beides durch Unterzeichnung aufgebracht worden ist, 


in demjenigen Staat, welcher die meisten Unterzeichner geliefert hat. 
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20. 


Kommt auch nur die Handschrift der Fortsetzung der Factorentafel zu 
Stande, so wäre ferner noch sehr zu wünschen, dass ein Ferzeichniss aller 
Stammzahlen aus derselben ausgezogen und wo möglich veröffentlicht werden 
möchte. 

Ein solches Verzeichniss dürfte, um möglichst Raum zu sparen, in fol- 
gender Form zu drucken sein. Zum Beispiel die Stammzahlen aus den drei 


Tausenden von 1 017 000 bis 1 020 000 wie folgt: 


1 000 000 

/ 17 007 11 31 41 3 61 77 97 | 119 31 9 57 73 9 93 9 | 209 27 77 93 9| 
301 7 11 9 23 9 47 53 61 71 7 83 91 | 437 949 73981 | 539 51 3 9] 
607 13 7234797383 | 703 13 9 21 49 81 7 99 | 817 27 47 5179819 
923 53 9 97 || 18007 19 21 57 917 | 10913 71 | 201717234753 7191| 
301 9 13 37 57 | 411 219 39 47 71789 | 513 43 59 83 | 613 21 43 951 | 
69 73 9 97 | 709 11 29 33 63 9 77 89 | 807 11375973989 | 903 7317 
49 57 67817939 || 190 23 33 59 69 71793 | 119 29 73 7 91 | 209 37 51 
761 773 81 97 | 329 39 51 3 777 99 | 411 3 23 43 9 53 67 719| 
503 9 31 3 7 49 63 | 617 39 47 57 63 87 93 9 | 701 13 7 239 31 417 
\ 71 83 | 801 19 27 39 49 57 61 73 99 | 953 27 7L || 





(42.) 


Wie man sieht, können so die Stammzahlen aus Einem Tausend Zahlen, 
und da weiterhin der Stammzahlen zmmer weniger werden, auch wohl aus noch 
mehr als 1000 Zahlen, recht gut in zwei Zeilen gebracht werden; und da auf 
einer Folioseite 100 Zeilen unter einander Raum finden, so erfordern die Stamm- 
zahlen aus 50 Tausenden höchstens eine Seite, also aus Einer Million 20 Seiten, 
mithin aus 49 Millionen 980 Folioseiten, welches einen einzigen, gewöhnlichen 
Folioband von 245 Bogen giebt. Denselben in 500 Exemplaren zu drucken, 
würde nach ($. 19. A.), zu 15 Thlr. für den Bogen, 3675 Thlr. kosten, also Ein 
Exemplar etwa 7 Thlr. 10 Sgr., und im Buchhandel etwa Zehn Thaler; was 
noch nicht so viel ist, als die Chernacsche Factorentafel für Eine Million Zahlen 
kostet. Wegen des Absatzes wäre wieder eben so zu rechnen, wie in ($. 19. X.) 
für die Factorentafel. 


Berlin. ım Maı 1853. 
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>. 


Einige Aufgaben. 


(Vom Herausgeber.) 





No. 1. 


k 

Ks sei eine krumme Linie C in einer Ebene E gegeben, und in dieser 
Ebene ein Punct P von bestimmter Lage gegen C. Durch den Punct P gehe 
im Raume eine andere krumme Linie D, von einfacher, oder auch doppelter 
Krümmung. In dieser Linie bewege sich der Punct P mit der Ebene E und der 
Linie € stetig fort, und zwar so, dass die Ebene E entweder stets parallel mit 
sich selbst bleibt, oder auch so, dass sie mit den Tangenten an D stets denselben 
Winkel macht. Dann ist die Frage: von welcher Beschaffenheit die Fläche F 
sei, die von C ım Raume beschrieben wird: welches ihre Gleichungen sind, wel- 
chen Flächen - Inhalt zwischen bestimmten Grenzen, welchen Raum zwischen 
auf einander senkrechten Ebenen sıe einschliesse: von welcher Gestalt die kruımn- 
men Linien sind, in welchen bestimmte Ebenen sie schneiden u. s, w. 

Desgleichen ist die Frage, wie C beschaffen sein müsse, wenn D und F, 
und wie D, wenn C und F gegeben sind. 

Wenn z. B. C eine Kreislinie, P deren Mittelpunct, D der Punct P ist, 
und E bewegt sich um P in stetig zunehmenden Winkeln gegen eine feste Linie, 
so ist Feine Augelfläche. Wenn C eine Kreislinie, P ihr Mittelpunct, oder 
auch ein anderer in ihr gegebener Punct, J) eine grade Linie ist, und E bewegt 
sich, stets senkrecht auf D stehend, also parallel mit sich selbst, mit dem Puncte 
P die Linie D entlang, so ist Feine grade Cylinderfläche. Steht E nicht senk- 
recht auf D), bewegt aber parallel mit sich selbst sich fort, so ist F eine schrefe 
Cylinderfläche, deren Querschnitte, senkrecht auf D, Ellipsen sind. Ist C eine 
Kreislinie, D ebenfalls, und E bewegt sich, stets senkrecht auf D stehend, mit 
dem Puncte P durch D fort, so ıst Feine Ringfläche. U. s. w. 

Die Lösungs-Ergebnisse der Frage finden eine nahe liegende nützliche 


Anwendung in der Technik; nemlich auf die Gestaltung von Gewölben über 


gegebenen Räumen. Bekanntlich ıst Zechnisch die vortheilhafteste Gestalt eines 
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Gewölbes über einen Raum, der ein Rechteck oder auch eine Ellipse zur Grund- 
fläche hat, derjenige Theil einer Kugelfläche, welcher von den senkrechten 
Wiederlagen aus der Kugelfläche abgeschnitten wird; besonders dann, wenn die 
rechteckige Grundfläche eben so breit als lang, oder die elliptische Grund- 
fläche ein Kreis ist; weniger aber schon, wenn die rechteckige Grundfläche 
länger als breit, oder auch eine wirkliche Ellipse ist. In solchem Fall aber würde 
für das Gewölbe diejenige Fläche F'recht angemessen sein, welche entsteht, wenn 
C ein Stück einer Kreislinie, D ebenfalls ein Stück einer Kreislinie, aber von 
anderern Halbmesser ist, und E, stets parallel mit sich selbst, mit ihrem Puncte 
P durch D sich fortbewegt. Diese Gewölbeform würde fast eben so leicht aus- 
führbar sein, als ein Kugelgewölbe. Und so finden sich mehrere Anwendungen 
in der Technik. 
No. 2. 

Eine stetig gleichartige, starre, schwere Masse von rechteckig parallelepi- 
pedischer Gestalt, a lang, 5 breit, ce hoch, ruht mit den Rändern ihrer untern 
ebenen Fläche auf einer festen Unterstützung. Das Gewicht der Körper-Einheit 
der Masse ist zn. Der Widerstand ihrer Theile gegen Trennung (die Cohäsion) 
beträgt z auf die Flächen-Einheit, der Widerstand der Massentheile gegen Zu- 
sammenpressung ist so stark, dass er als unbegrenzt angesehen werden kann. 
Die Frage ist: welches Gewicht P vermag die Masse noch ausser ihrem eigenen 
Gewicht zu Zragen; sowohl in dem Fall, wenn P in einem einzelnen bestimmten 
Punct der Oberfläche vereinigt, als wenn es auf der Oberfläche, entweder gleich- 
förmig, oder nach einer andern bestimmten Regel ausgebreitet ist? 

Die Frage kommt wieder in der Technik vor; z.B. bei Decken über gros- 
sen rechteckigen Räumen, wenn dieselben, wie es geschehen könnte und sollte, 
aus kreuzweis, in angemessenen Entfernungen über einander gelegten und auf 
einander zusammengeschraubten Trägern oder Balken zusammengesetzt sind, so 
dass sie näherungsweise als eine stetig gleicharlige, starre, schwere Masse ange- 
sehen werden können. 

Wenn die Masse nur mit zwei, einander gegenüberliegenden Rändern 
auf festen Unterstützungen ruht, so findet der Fall Anwendung auf Brücken. 

Wenn die mit einander parallelen obern und untern Flächen der Masse 
nicht Ebenen sind, wenigstens die untere Fläche keine Ebene ist, sondern die Ge- 
stalt eines Theils einer Cylinderfläche, oder zweier sich kreuzender Theile solcher 
Flächen, oder eines Theils einer Kugelfläche u. s. w. hat, so findet die Frage An- 


wendung auf diejenige nach der Tragkraft der Gewölbe; welche Tragkraft ın der 
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Ausübung noch häufiger von Gewölben über bestimmten Flächenräumen, als von 


blossen, durch Wiederlagen unterstützten Bogen, zu schätzen nöthig ist. 


Nr. 3. 


Man nehme einen tafelförmigen Körper an, der von zwei parallelen, so 
wenig als möglich von einander entfernten Ebenen begrenzt ist. Der Körper seı 
schwer, und alle gleich grossen Theile der Tafel sollen gleich viel wiegen; auch 
sollen die Theile, zwar nicht dehnbar,, aber verschiebbar sein, und zwar so, dass 
sich ihre Cohäsion nicht ändert. 

Man beschreibe auf dieser Tafel zwei ähnliche und concentrische regel- 
mässige Figuren A und B (Bkleiner als A), nemlich von der Art, dass wenn durch 
den Mittelpunct von A eine grade Linie p senkrecht auf A errichtet wird, und aus 
irgend einem Puncte von p» werden nach allen Puncten des Umfangs von 4 gerade 


Linien gezogen, B einen mit A parallelen ebenen Schnitt der entstehenden Pyra- 
mide abgiebt. 


Nunmehr werde der Theil A der Tafel mit seinen verschiedenen Eck- 
puncten an die ähnlich liegenden Eckpuncte von B gehängt. Es fragt sich: welche 
Fläche F wird im Raume der Theil A der Tafel bilden, 

Ist die Figur A, also auch B, ein Kreis, so ist die Fläche 7 offenbar nicht 
ohne Falten möglich; denn der Umfang von A ist grösser, als der von B, in 
welchen er gebracht werden soll. Aber es scheint, dass wenn A nicht ein Kreis, 
sondern irgend ein regelmässiges Vieleck ist, F ohne Falten möglich sei. Die 
einfachsten Fälle wären die, wenn A und B concentrische Quadrate oder concen- 
trische gleichseitige Dreiecke sind. 

Die Untersuchungen, welche die obige Frage anregt, und welche für 
Flächen Das ist, was die Kettenlinie für eine Linie, dürfte interessant sein. Sollte 
sich finden, dass die Fläche F' niemals ohne Falten möglich sei, so lange man 
ihre Theile, wie oben, undehnbar annimmt; was allerdings zunächst untersucht 
werden müsste: so würde die Beantwortung der Frage allerdings sehr schwierig 
werden, weil dann die Zlasticität der Theile Statt gegeben und in Rechnung ge- 
bracht werden müsste. 

Nr. 4. 

In einer gegebenen, von vier gradlinigen ebenen Dreiecken umschlossenen 
Pyramide denjenigen Punct zu finden, für welchen die Summe der aus ihm nach 
den vier Ecken der Pyramide gezogenen graden Linie so klein ist, als möglich. 

Berlin, im November 1854. 











Druckfehler im 48 Bande. 


Seite 108 Zeile 14 soll stehen: f(z, a). 


111 
115 


118 


18 soll statt (1) stehen: (a). 
I soll stehen: |(= — «)? + (y — P)?} Y,- 
12 v. u, soll das erste Gleichheitszeichen durch 5 ersetzt werden. 


5 -  solles heissen: C = (b — $)’ — r”. 
2 und 3, soll rechterhand der Gleichheitszeichen noch der Factor v, stehen. 
7, soll es heissen: der zweite Factor v, —= 0 geselzt. 
13 - - -  : der erste Factor gleich Null gesetzt. 
Zpe \? 
3 von u., soll stehen: (1-5). 
4 - soll v durch ®, ersetzt werden. 
4 - - es heissen X — 4 (+ e). 
2, soll x, y durch x’, y' ersetzt werden, 


13 v. u, soll stehen: Fusspunctenlinie. 
12 v. o, „als” ersetzt werden durch: wie auch’ 
9 v. u., soll 5,0 durch , v‘ ersetzt werden. 
6 v. o., soll @« durch « ersetzt werden. 
16 soll es heissen: bestimmt ist, angenommen. 
4 v. u., soll es am Schlusse heissen: fW(&,v) = 0 
x han» OB 9a ._ RB 
4 soll stehen: fi?! — «,?%ı P). 
6 v. u., soll es heissen: zu den Curven A,4'. 
lv. o. soll Z(p +1 ei) durch P(p+1 —+- gi) ersetzt werden. 
- . 2 Br am 
7 — soll es heissen: S"2„1+?ie-Xar. 
0 
8 — soll „« oder a” durch a ersetzt werden. 


r 4 } a > ai, u 
soll das zweite bestimmte Integral im Zähler durch SF ak P-1=gi 6 "dr ersetzt werden. 


v0 


l 
1 v. o. soll im bestimmten Integral des Nenners stehen: ya-ı+gi. 
7 — soll es heissen: p um eine endliche Grösse. 
10 statt sosy livs cosy. 
2 - Ip lies}ı. 
14 ist fa —a,b,S7— ec) zu lesen. 
unten; am Ende der Formel (10) ist die letzte Klammer zu Lilgen. 
13 statt „„Form” lies „„Formel”. 
12 lies f(42 , 37 , 3m). 
unten ist die etwas entstellte Formel 3 so zu lesen: 
T hagıs sin +7) 
. ER, 


Io 
Ssın(p — 7) 


1 [73 “ar — 
fa,sgz-y, „= dy. 
y=a 
3 ist nach [logcosz.dx das Wort „‚bringt” einzuschalten. 
10 u. 11 ist statt „‚schliesslich” „‚finit” zu lesen. 
9 v. o. statt „„Appolonius” lies „‚Apollonius”. 
17 statt „„sont” Jies „„sont”. 
22 - „‚solusion” lies „‚solution”. 








Seite 378 Formel (3) statt —— lies 


_ 


379 Zeile 15 v. u. statt „„fournit” lies 


380 
398 
109 





a? — b? (a? — b?)? 








b2 
„fournis,” 


- 7 statt tangente f’ lies tangente en f". 


- 9 


- 6 - p,a,rliespg,r. 
v. u. statt „ein Glied” lies „ein andres Glied.” 
v. 0. - „‚mehr hat” lies „mehr oder weniger hat”. 





Druckfehler im 50. Bande. 


Seite 1 Zeile 3 v. u. statt „‚ansschliesslich” lies ausschliesslich.” 


3 


3 


14 
16 


34 


Ivo. - rs, lies TEN. 
S [ 
10 v. ©. = SO lies r(x2,N,8). 
S “ 
9Iv.u - „einziıgen’” lies „einzigen von.” 
8v.u. - flar by? + cz) lies f(ax? + by? + c2?), 





6 [: R dx n 7% dx 
vu - ech 1e a 
z + c ” A x +c 


0 


8vu - 180 —z lies 180 — z,. 
Die Fig. 1, (Taf. I.) bezieht sich auf eine, im Text nicht mitgetheilte allgemeinere Formel. 
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4, 


Integration der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit zwei, drei, vier und mehr 
Veränderlichen. 

Mit neuen Hülfsmitteln bearbeitet. 


(Von Herrn Dr. August Weiler, Lehrer der Math. an der höheren Bürgerschule zu 
Mannheim. ) 


vorwort. 


u 

k; ist bekannt, dass man unter den Differentialgleichungen den linearen 
am häufigsten begegnet, wenn man die Grundsätze der Physik, in Rücksicht auf 
ihre Folgerungen, einer analytischen Untersuchung unterwirft. Solche Folgerun- 
gen werden jedesmal durch die Integration der betreffenden Differentialgleichun- 
gen vermittelt. Die Integration der linearen Differentialgleichungen wurde dess- 
halb auch von jeher mit besonderer Vorliebe bearbeitet. 

Doch findet das Unternehmen, wenn die Differentialgleichung die erste 
Ordnung übersteigt, nicht unbedeutende Schwierigkeiten, und ungeachtet sorg- 
fältiger Pflege war man bis dahin gerade in den wichtigsten Theilen zu verhält- 
nissmässig nur dürftigen Resultaten gelangt; so dass selbst ausgezeichnete Analy- 
sten dies reiche Feld der Untersuchung als undankbar verkannt haben. Man hat 
aber guten Grund, die Unvollkommenbheit dieser Resultate allein dem Umstande 
zuzuschreiben, dass man zu sehr versäumte, die bereits vorliegenden Lehren in 
ihrem inneren Zusammenhange zu erfassen. Denn wenn auch die Analysis ihren 
Ursprung und ihre erste Entwicklung immer nur der Lösung einzelner Aufgaben 
verdankt, wie sie gerade aus dem jedesmaligen Bedürfnisse entspringen, so ist es 
doch Thatsache, dass dieselbe, nachdem einmal ein gewisses Maass von einzelnen 
Erfahrungen zusammengetragen ist, eben wie jede andere Wissenschaft, nur 
durch eine von ihren Anwendungen unabhängige Behandlungsweise auf denjeni- 
gen Standpunct erhoben werden kann, welcher gestattet, den möglich -grössten 


Vortheil aus ihr zu ziehen. Durch eine solche Behandlungsweise jst es mir ge- 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 14 
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lungen, die Zahl der zur Integration der linearen Differentialgleichungen erfor- 
derlichen Hülfsmittel zu vervollständigen, oder auch aus den schon benutzten 
einen grösseren Gewinn zu ziehen, und deshalb die Lösung der Aufgabe, sowohl 
ın Rücksicht auf Inhalt, als auf innere Gestaltung, ihrer Vollendung näher zu 
bringen. Ich glaube aber mit deren Darstellung zugleich die Verbindlichkeit zu 
übernehmen, vor Allem das Verhältniss meiner Leistung zu den früheren, dem 
Leser möglichst zu beleuchten. Deshalb werde ich jener Darstellung in diesem 
Vorwort einen Versuch vorausschicken, den allmähligen Fortgang der Gedanken 
zu verfolgen. Doch weit entfernt, hiermit eine vollständige Geschichte dieses 
Theils der Analysıs geben zu wollen, darf ich mich wohl darauf beschränken, 
nur diejenigen Leistungen hervorzuheben, welche mit meinen Ergebnissen in 
unmittelbarem Zusammenhange stehen. 

Durch die Integration einer linearen Differentialgleichung wird bekannt- 
lich die eine Veränderliche z als Function der andern Veränderlichen y, &, w 
bestimmt. Diese Function kann zwar jedesmal ohne besondere Schwierigkeit in 
lteihen entwickelt werden; aber damit ist im Allgemeinen nur wenig gewonnen. 
Die grossen Vortheile, welche man aus der Integration einer Differentialgleichung 
zieht, sind unzertrennlich an die geschlossene Form des allgemeinen Integrals 
geknüpft. 

Die Gleichungen mit zwer Veränderlichen hatten bis dahin verhältniss- 
mässig die befriedigendsten Resultate geliefert. Zuerst war es gelungen, die 


Gleichung 


ta, +b&= 0 


mittels Exponentialfunctionen, und die Gleichung 


d’z ads bz 

gr 
mittels Potentialfunctionen zu integriren, indem man die beiden hierzu jedes- 
mal erforderlichen besondern Integrale durch die genannten Functionen aus- 
drückte. Für die Integration anderer linearer Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit zwei Veränderlichen, verdankt man ‚Kuler einen mächtigen Fort- 
schritt; welcher jetzt auch die Grundlage zur Integration aller linearen Differen- 
talgleichungen mit drei und mehr Veränderlichen ausmacht. Fuier hat nämlich 


zuerst gezeigt (Lacro’x, Tom, III, pag. 529), dass die beiden desondern Inte- 


grale der Gleichung 
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d? d 
(ay+ Dr +(ey+te)yz 





‚„+ur+9:=0 


v2 
durch bestimrnte Integrale von der Form z = Io; e)de sich darstellen lassen, 


wo f eine bestimmte Function ist, und die Integrationsgrenzen ec, und e, von y 
unabhängig angenommen sind. Um zu diesen bestimmten Integralen zu gelan- 
gen, giebt es im Allgemeinen zwei verschiedene Wege. Man bildet entweder 
erst eine nach Potenzen von y geordnete Reihe, welche der Differentialgleichung 
an der Stelle von z Genüge thut, und drückt alsdann die Summe dieser Reihe 
durch ein bestimrntes Integral von der angegebenen Form aus: oder man leitet 
das bestimmte Integral unmittelbar aus der Differentialgleichung selbst ab. Wenn 
auch Kuler schon den letzteren Weg eingeschlagen hat, so stützt sich seine Rech- 
nung doch auf allzuviele willkührliche Voraussetzungen, und Euler selbst trägt 
deshalb kein Bedenken, jener ersteren Ableitung aus der Reihen-Entwicklung den 
Vorzug zu geben. 

Der Gedanke Eulers, lineare Differentialgleichungen durch bestimmte 
Integrale zu integriren, wurde vielfach aufgefasst. Für die Differentialgleichungen 
mit zwei Veränderlichen verfolgte man die beiden so eben bezeichneten Wege, 
mit mancherlei Abänderungen der dazu nöthigen Rechnungen, und diese gemein- 
samen Bemühungen hatten zur Folge, dass man sich immer mehr damit befreun- 
dete, die Entwickelung der bestimmten Integrale aus der Differentialgleichung 
selber zu unternehmen. Da schon an und für sich deren Ableitung aus der zu- 
erst gebildeten Reihen - Entwicklung als Umweg angesehen werden muss, so lag 
am Ende kein Grund mehr vor, diesen Weg einzuschlagen, nachdem man dahin 
gelangt war, neben einem viel geringeren Aufwande von Rechnung, zugleich mit 
einfacheren Voraussetzungen auf dem andern Wege auszureichen. 

Um die beiden desondern Integrale der Gleichung 


To 
„d?z 


dz 
y ar (eyte)yayt (y+g):=V 
zu finden, bedient man sich allgemein eines Verlahrens, welches zuerst für 


die darauf zurückführbare. aber weniger allgemeine Riccatische Gleichung 
2d’z m . . n 43 7 
yatay .2=() gegeben wurde. Man setzt nämlich z=y fe "TV de, und be- 
Y v, 
stimmt alsdann den Exponenten n als Beständige, und / als Function von e der- 


gestalt, dass dies bestimmte Integral der Differentialgleichung Genüge leistet. 


14* 











108 4. Weiler, Integration von Differentialgleichungen. 


Ich meinestheils werde ın dieser Schrift von einer andern Voraussetzung aus- 
gehen, welche aber ausreicht, um die besondern Integrale der allgemeinern, 


schon von Euler behandelten Differentialgleichung 
2, 


d’z 
(ay+Wyz 


dz 
„trieyreyy+htg:=V 


zu entwickeln. Ich setze nämlich z = y“/Vo—yYds, won und p beständige 


Grössen sind, und 7, wie vorhin, eine Function von # ist, zu deren Bestimmung 


man auf eine Differentialgleichung von der ersten Ordnung geführt wird. 


v2 
Ein bestirnmtes Integral /f(Y, eo) de, dessen Grenzwerthe ev, und e, von Y 


abhängig sind, kann bekanntlich durch Einführung einer neuen Veränderlichen ı, 
an die Stelle von v, jedesmal so umgewandelt werden, dass die neuen Grenzwer- 
the zz, und z, von y unabhängig sind. Hierin liegt der Grund, weshalb man unter 
der Voraussetzung von nur beständigen oder von y unabhängigen Grenzwerthen 
e, allerdings das Nemliche erreichen kann, was die Annahme veränderlicher Gren- 
zen giebt. Indem ich aber dennoch solche veränderliche Grenzwerthe aufnehme, 


erlange ich einen andern Vortheil. Ich reiche dann nämlich mit der Entwick- 


lung eines einzigen bestimmten Integrals [J (y, ec) de aus, und erhalte, indem ich 


diesem nach einander verschiedene Grenzwerthe gebe, jedesmal die beiden be- 
sondern Integrale, welche unter der bisherigen Annahme von nur beständigen 


Grenzwerthen einzeln entwickelt werden mussten. 


Bis dahin schien übrigens das bestimmte Integral (( Y, e)de nicht für 
v, 


alle Fälle zur Darstellung fdes allgemeinen Integrals der vorher angeführten, zu- 
erst von Euler behandelten Differentialgleichung geeignet zu sein. Kuler be- 
schränkt sich in der That darauf, mit dessen Hülfe zwei besondere Integrale der 
Differentialgleichung, und deshalb auch deren allgemeines Integral, nur unter 
gewissen Beschränkungen derjenigen Zahlenwerthe darzustellen, welche den ın 
der Differentialgleichung vorkommenden Beständigen a, Ö,c --- - zukommen; und 
an derselben Unvollkommenheit leiden auch alle späteren Resultate. Ueber die 


Art dieser Beschränkungen, und wie sich dennoch in allen Fällen mit Hülfe des 


vn .n . 
bestimmten Integrals /J (y, e)de zu dem allgemeinen Integral jener Differential- 


gleichung gelangen lasse, werde ich weiter unten im Vorworte noch Aufschluss 
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geben, nachdem ich auch den bisherigen Stand der Integration linearer Differen- 
tialgleichungen mit drei und mehr Veränderlichen in den wesentlichen Puncten 
useinandergesetzt haben werde. 

Man benutzte bald die bestimmten Integrale auch bei der Integration der 
linearen Differentialgleichungen mit drei’ und mehr Veränderlichen. Laplace, 
welcher zuerst den Gedanken Eulers auf diesem neuen Felde verfolgte, gab ein 
Verfahren an, (Lacroıx, Tome IM. p. 550), die beiden Reihen, welche man für 
die Gleichung mit drei Veränderlichen, 

d’z ‚ dz ,dz 

ri m Yy+r?7:=0 
entwickelt, wenn X, Y und Z irgend Functionen von x und y sind, durch be- 
stimmte Integrale darzustellen. Die eine Reihen-Entwicklung z = A.y(x) 
+ B.Sy(a)de + C. SI ple)da? + ...-- . wo g eine willkürliche Function ist und 


die Coefficienten A, B, C «.... bestimmte Functionen von x und y sind, giebt 
Hu 
hiernach jedesmal ein bestimmtes Integral von der Form z —/fcy, x,c)p(e)de. 
0 


Darin ist p, wie vorher, eine wilikührliche Function, die Grösse f(y, x, e) aber 
stellt ein besonderes Integral jener Differentialgleichung vor, welches zugleich 


eine willkürliche Beständige e einschliesst. Auf gleiche Weise oiebt die andre 


Reihen - Entwicklung z= A,ab(y) + B,.Sby)dy + CSS U(y) Ay’ + + ein 


I - . “ 
bestimmtes Integral z =) x, e).ab(e)de. Das allgemeine Integral der obi- 


oen Differentialgleichung zeigt sich demnach als die Summe zweier bestimmten 
Integrale mit veränderlichen Grenzwerthen. Laplace verfolgt die hierzu füh- 


renden Rechnungen für die beiden einfacheren Differentialgleichungen 


d2 ds ‚de ö 
dx dy ... ER er 
d?z a dz b dz cz 








— 0, 


und dedy tz +y detzrydytary) 
wo a, b und ec beständige Grössen sind. Es gelingt ihm, aus den entsprechen- 
den Reihen -Entwicklungen die beiden besondern Integrale f und f, jedesmal 
herzuleiten, und damit das allgemeine Integral der beiden angeführten Differen- 
tialgleichungen aufzustellen. Aber, abgesehen von der Weitläufitigkeit der Rech- 


nungen, ergiebt sich dies allgemeine Integral in einer sehr verwickelten Form. 


Denn die beiden besondern Integrale f und f, ergaben sich aus den Reihen nicht 
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als einfache Functionen, sondern nahmen selbst wieder die Gestalt bestimmter 
Integrale an, 

Anstatt diese Entwicklungen von Laplace nach und nach zu vervollkom- 
nen, wurden überhaupt nur wenige weitere Versuche dieser Art gemacht; und zwar 
nicht mit glücklicherem Erfolge. Es lassen sich übrigens für die linearen Differen- 
talgleichungen mit drei Veränderlichen gar manche besondere Integrale /(y, x, r) 


angeben ; und jedes dieser besondern Integrale hat die Eigenschaft, auch das be- 


stimmte Integral (I &, 0). p(e)de der Differentialgleichung genügen zu lassen, 


so lange man sich auf beständige, oder von y und x unabhängige Grenzwerthe e 
beschränkt. Man erlangt also auf diese Weise aus irgend besondern Integralen 
/(y, x, #), wegen des willkührlichen g, eine sehr grosse Zahl anderer; doch nie- 
mals das allgemeine Integral. Jene Versuche von Laplace, besondere Integrale 


/(y, x, e) von solcher Beschaffenheit anzugeben, dass sie in dem bestimmten 


Integrale (Io; x, e)c(#e)de anch veränderliche Grenzwerthe # zulassen und 


desshalb auf das allgemeine Integral der Differentialgleichung hinführen, haben 
Nesultate zum Vorschein gebracht, welche in der Anwendung sehr unbequem wa- 
ren und nur geringe Hülfe versprachen. Dagegen konnte man diese andern beson- 
dern Integrale, welche nur beständige Grenzwerthe e zulassen, wegen ihrer vor- 
theilhafteren Form in einzelnen Fällen immerhin mit gutem Erfolg benutzen, so- 
bald es nämlich gelungen war, sie so anzugeben, wie sich das allgemeine Integral 
gestaltet, nachdem man dessen willkührliche Functionen nach den einer besonde- 
ren Aufgabe zum Grunde liegenden Bedingungen bestimmt hat. Hierin liegt der 
Grund, dass seit jener Zeit alle weitern Leistungen sich auf die Herleitung so!cher 
besondern Integrale beschränken. Es ist mir geglückt, auch das allgemeine In- 
tegral der grösseren Anzahl linearer Differentialgleichungen mit drei Veränder- 
lichen in einer Forın darzustellen, welche, mit den früheren Resultaten verglichen, 
überraschend einfach ist. Dieselbe einfache Form würde schon Zaplace für die 
oben angeführten Differentialgleichungen aus seinen eingenen Entwicklungen er- 
zielt haben, wenn ıhm nicht eine willkührliche Beständige entgangen wäre, welche 
sich in diese Entwicklungen einführen und zu der erwähnten Vereinfachung ver- 
g mit drei Veränderlichen un- 
mittelbar eine andere Differentialgleichung mit nur zwez Veränderlichen ab; und 


wenden lässt. Ich leite aus der Differentialgleichun 


daraus ergeben sich jedesmal zwei besondere Integrale f(y,a,e), welche vor andern 
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lie bemerkenswerthe Eigenschaft haben, das bestimmte Integral (So, x, eo) (e) de 


auch unter gewissen veränderlichen Grenzwerthen v der Differentialgleichung 
genügen zu lassen, und welche dennoch jenen übrigen besondern Integralen, de- 
ren man sich nur neben beständigen Grenzwerthen e bedienen darf, an Einfach- 
heit der Form keineswegs nachstehen. 

Mit nicht geringerem Erfolge lassen sıch die linearen Differentialgleichun- 
gen mit ezer und mehr Veränderiichen integriren. Das allgemeine Integral einer 
linearen Differentialgleichung mit szer Veränderlichen z, y, x, w z. B. schliesst 


-, w abhäneigen 


on 


zwei willkührliche Functionen zweier veränderlichen oder von y, a 


v 


Grössen ein. Jch bediene mich deshalb bestimmter Integrale von der Form 
5 
A SV: x, w, ve) de, wo die Grösse ty; x, w, #) ein besonderes Integral der 


Differentialgleichung ist, welches, ausser einer willkührlichen Beständigen », zu- 
gleich eine willkührliche Function irgend einer veränderlichen Grösse und desshalb 
auch der Beständigen » einschliesst; wo aber die eine Integrationsgrenze », 
selbst, von y, x, ® abhängig angenommen ist. Aus der Differentialgleichung mit 
eier Veränderlichen unmittelbar lässt sich eine andre Difierentialgleichung mit 
nur drei, oder auch mit nur zwei Veränderlichen bilden; woraus dann die verlang- 
ten besondern Integrale f(y, x, w, v) sich herleiten lassen. 

Doch blieb noch ein bedeutendes Hinderniss, welches der Integration aller 
linearen Diiferentialgleichungen im Wege stand. Schon oben war Veranlassung, 
einer Unvollkommenheit der Resultate zu gedenken, als es sich darum handelte, 
die bisherig 
mit zwei Veränderlichen zu würdigen. Die Gültigkeit der bestimmten Integrale 


en Leistungen in der Integration der linearen Differentialgleichungen 


z = //y; I e) de, wodurch man das allgemeine Integral irgend einer 


linearen Differentialgleichung ausdrückt, knüpft sich nämlich in den meisten Fäl- 
len an gewisse Beschränkungen, welche auf die in der Differentialgleichung vor- 
kommenden Beständigen a, b, & »-»»- Bezug haben. Wenn die Zahlenwerthe dieser 
= n 
Beständigen ausserhalb gewisser Grenzen liegen, so führt dıe bestimmte Integration 
- - = Y 
auf eine Function von Y,X%,®--..-, welche nicht mehr das Integral der Differenüal- 
gleichung vorstellt. Und zwar sind im Allgemeinen den Beständigen verschie- 
dene Grenzwerthe vorgeschrieben, damit die Reihen - Entwicklungen zweier ver- 


schiedener besondern Integrale aus der bestimmten Integration hervorgehen. 
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Diejenigen Werthe, innerhalb welcher zwei besondere Integrale gleichzeitig auf 
diesem Wege erzielt werden, liegen deshalb in der Regel noch näher beisammen, 
als die jedes einzelnen besondern Integrals. Eskann sich auch treffen, dass sich die 
Fälle, in welchen das eine und das andere bestimmte Integral auf ein besonderes 
Integral der Differentialgleichung führt gegenseitig ausschliessen, dass also diese 
beiden bestimmten Integrale stets unbrauchbar sich zeigen. Man war zwar diesem 
Uebelstande nur erst bei der Integration der linearen Differentialgleichungen 
mit zwei Veränderlichen begegnet ; alleın man bemühte sich jedesmal in solchen 
Fällen, verschiedene Formen der Function f herzuleiten, von denen jede für sich 
den Beständigen a, db, c +---- andere Beschränkungen auflegt. Obgleich es nun 


auch so für manche einfachere Differentialgleichung gelungen ist, für alle Fälle zwei 
bestimmte Integrale /,” Ky,v)de anzugeben, so musste man doch dieser Rücksicht 


die Einheit der Form des allgemeinen Integrals aufopfern, oder selbst zu einer 
sehr verwickelten und unbequemen Form Zuflucht nehmen. Ich reiche dagegen, 
bei einer eigenthümlichen Auffassungsweise des bestimmten Integrals, hier, und 
eben so für drei und mehr Veränderliche, mit einer einzigen Form der Function 
/ aus, wenn dieselbe die Grenzwerthe, innerhalb welcher die Beständigen a, 5, e 
angenommen werden sollen, auch noch so sehr zusammenzieht. Es ist nemlich 


leicht zu zeigen, dass diejenige Function von Y, ©, ®, +-.+-, welche durch die be- 


stimmte Integration / f(y, ©, @+....0) de unter jener eingeschränkten Bedeu- 
tung der Beständigen a, b, € ++. erzielt worden ist, auch dann noch der Differen- 
tialgleichung Genüge leistet, wenn alle die Einschränkungen der Beständigen 
8,6»... ausser Acht gelassen werden. Auf diese Weise giebt eine einzige Form 
der Function f für alle Fälle ein besonderes Integral; und die erwähnten Bedin- 
gungen beschränken keinesweges die Brauchbarkeit des gefundenen bestimmten 
Integrals selbst. sondern bezieben sich nur auf die Bedeutung der Beständigen 
BD onen bei der bestimmten Integration, deren Ausführung, gleichviel unter 
welcher Gestalt, nichts weiter im Wege steht. 


In allen hierher gehörigen Untersuchungen ıst das bestimmte Integral 


SPS ode gleichbedeutend mit dem Unterschiede Fe) — F(v,), wenn Fe) 
das unbestimmte Integral II de ausdrückt. Bekanntlich wird aber das be- 


stiminte Integral z uf /(e) dv noch auf eine andere Weise ausgelegt. Man 


stellt sich dasselbe nämlich auch als die Summe der Aenderungen dz vor, welche 


aus ds = f(v)de hervorgehen, während die entsprechenden Aenderungen dv zu 
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dem einen Grenzwerthe #, nach und nach addırt werden müssen, um diesen in den 
andern Grenzwerth oe, hinüberzuführen. Beide Arten der Betrachtung geben das 
nämliche Resultat, wenn kein Werth von» zwischen den beiden Integrationsgren- 
zen e, und, liegt, für welchen die Function /(e) ihre Stetrgkeit verliert. Unter dieser 


Einschränkung könnte also auch die letztere Bedeutung des bestimmten Integrals 


v2 
/F 0) de dazu dienen, einen dem Integral einer Differentialgleichung zukom- 


YV, 

menden Zahlenwerth auszumitteln.. Wenn aber den in dem bestimmten Integrale 
vorkommenden Beständigen a, b, c --.-- Zahlenwerihe zukommen, die ausserhalb 
der bei der Ausführung der bestimmten Integration vorgeschriebenen Grenzen 
liegen, so versteht es sich, dass diese letztere Bedeutung des bestimmten Integrals 
jedenfalls verloren geht. 

Hierdurch sind nun die neuen Hülfsmittel bei der Integration der linearen 
Differentialgleichungen, und deren Verhältniss zu den bekannten, ihrem Inhalte 
nach angedeutet. Die innere Nothwendigkeit und die gegenseitige Vervollständi- 
gung dieser Hülfsmittel aber lassen sich nur aus den Einzelnheiten und aus dem 
ununterbrochenen Zusammenhange der Entwicklungen erkennen. Ich begnüge 
mich, diese Entwicklungen in der vorliegenden Schrift nur für die linearen Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung auszuführen. Die Gleichungen mit zwei Ver- 
änderlichen, welche ich allgemein integrire, können in folgenden drei For- 


men dargestellt werden: 


dz bye d fr rgy+h 
ren eg 





4 

—— 

— 
u: 


dz bdyre ds ?+-oy+h 
PR a De 
dy y dy y 
by+c ds fyYrgyrh 
+ (yta)y dy (y-+ a)?y? 








z=N. 


Die Gleichungen mit drei Veränderlichen aber, deren allgemeines Integral ich im 


Folgenden entwicklen werde, umfassen alle Fälle der beiden nachstehenden Formen: 


d’z d’z d?z d’z d’z d’z 
arten rent m # 2 De zit "ARE 
11. i 
z 
+62 ++ red, 200 +c2=VU, 
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| d*z d?z d?’z d?z d’z d’z 
% ara Zude at u Ft 9 a + u 
III. | dz dz dz 
rt int Ki m i 
uret He W-+..... Feu+ertew+ IR Sialag 


\ 


Wenn gleich diese einleitenden Zeilen mehr für den ganz Sachkundigen 
bestimmt sind, so hatte ich doch keineswegs die Absicht, das Verständniss der 
nachfolgenden Schrift von der genauen Kenntniss aller derjenigen Einzelnheiten 
abhängig zu machen, welche vorhin berührt wurden. Ich darf vielmehr mit Zu- 
versicht sagen, dass es mir gelungen sein wird, auch diejenigen Leser, welche mit 
der Integration der linearen Differentialgleichungen überhaupt nicht ganz vertraut 
sind, diesen so wichtigen Theil der Analysıs im Zusammenhange vorzuführen. 
Dies glaubte ich am besten durch folgende Anordnung des Stoffs zu erreichen. 

In einem ersten Abschnitte ist die Integration der linearen Differential- 
gleichungen, in ihrem Verhältniss zur Integration der gesanımten Differentialglei- 
chungen, betrachtet worden. Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit der Inte- 
gration der allgemeinsten linearen Difierentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei 


Veränderlichen: 


d’ dz 
rt, tr _— 2. 


Nachdem dort gezeigt worden, inwiefern aller Erfolg bei der Integration 
dieser Gleichung davon abhangt, dass die beiden Coefficienten Y und Y, als be- 
stimmte Functionen von y vorliegen, wende ich mich zu den drei, vorhin unter 
(I.) angeführten Differentialgleichungen. Der dritte Abschnitt stellt sich die Aufgabe, 
diese drei Differentialgleichungen durch Transformation auf gewisse einfachere 
Formen zurückzuführen, deren allgemeines Integral dann im ezerten Abschnitte 
entwickelt wird. Der fünfte Abschnitt beschäftigt sich mit der Integration der allge- 


meinsten linearen Differentialgleichung Ordnung mit drei Veränderlichen: 


d?’z 3Y d’z er Y P. dz 
Kur day + >+X5 3. a, + = 2 


In dem sechsten Abschnitte werden die beiden vorher unter (I. u. III.) angeführ- 
ten Differentialgleichungen für drei Veränderliche auf ihre einfachsten Formen 
gebracht; und diese letzteren werden dann in dem siebenten Abschnitte integrirt. 
Der achte Abschnitt transformirt die beiden Differentialgleichungen (MN. und III.) 
für ezer Veränderliche, und der neunte Abschnitt bestimmt deren allgemeines In- 
tegral. Ein zehnter Abschnitt endlich enthält die Transformation und zugleich 
die Integration der Differentialgleichung (H.) für fünf und sechs Veränderliche. 
Mannheim, im November 1854. 
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J. Analytische Begrenzung der vorliegenden Aufgabe. 


Jede Gleichung, welche eine Beziehung zwischen mehreren Grössen z, y, 
x, Were und deren Differentialen ausdrückt, heisst Differentialgleichung. Im 
Gegensatze spricht man von einer endlichen Gleichung, wenn sie von Differen- 
tialen frei ist. Die höchste Ordnung der vorkommenden Differentiale bestimmt 
die Ordnung der Differentialgleichung. Diejenigen Grössen, deren Differentiale 
in der Gleichung vorkommen, heissen die V’eränderlichen; jede andere Grösse 
dagegen wird Beständige genannt. 

Jeder Differentialgleichung entspricht ein endliches Verhalten zwischen 
den Veränderlichen; oder deutlicher: für jede Differentialgleichung giebt es ein 
endliches Verhalten, welches, in geeigneter Weise nach den Veränderlichen 
differentiirt, zu Gleichungen führt, mit deren Hülfe alle Differentiale aus der vor- 
liegenden Differentialgleichung zu eliminiren sind, um derselben zu genügen. 
Das allgemeinste endliche Verhalten, welches einer Differentialgleichung entspricht, 
heisst deren allgemeines Integral. Dieses nimmt jedesmal gewisse wzl/kürliche 
Grössen in sich auf, von denen die Differentialgleichung selbst, frei ist. Wenn 
man aber den allgemeinen Charakter dieses endlichen Verhaltens durch gewisse 
besondere Annahmen des Willkürlichen anufhebt, so bleibt ein besonderes Inte- 
gral zurück. Die Lösung jener inhaltreichen Aufgabe, womit sich die Integration 
der Differentialgleichungen beschäftigt, besteht lediglich in der Herleitung des 
allgemeinen Integrals. 

Wie auch immer die Differentiale in einer Differentialgleichung vorkom- 
men mögen, so führt doch deren Integration jedesmal auf die Integration solcher 
Differentialgleichungen zurück, ın welchen ausser den Differentialquotienten 
k dk de de di 
dy?’da’dw dy?’ dady’ dx? 
Differentialgleichung aber heisst partiell. Man stellt sich daraus z als Function 


in keine Differentiale weiter vorkommen. Eine solche 


Von Y,X,W ern hervorgehend vor, und nennt deshalb z die abhängige Ferän- 
derliche, während man von Y, ©, w:.... als von unabhängigen Veränderlichen 


spricht. Eine partielle Difierentialgleichung heisst insbesondere /inear, wenn sie 
in Rücksicht auf die abhängige Veränderliche und deren Differentialquotient vom 
ersten Grade ist. 

Die Integration irgend einer Differentialgleichung eriordert vor Allem, dass 
man sich mit der Beschaffenheit der in dem allgemeinen Integrale vorkommenden 


15* 
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willkürlichen Grössen, und mit der Art, wie diese willkürlichen Grössen in dem 
allgemeinen Integrale sich zeigen, bekannt mache. Es lassen sich ın dieser Rück- 
sicht allgemeine Gesetze aufstellen, welche auf sehr ausgedehnte Gruppen von 
Differentialgleichungen Anwendung finden. Solche Gesetze über die Natur und 
das Vorkommen der willkürlichen Grössen im allgemeinen Integrale müssen aber 
überall, da wo sie einer hinreichenden Begründung fähig sind, an die Spitze ge- 
stellt werden, weil sie allen weitern Untersuchungen zum gemeinsamen Ausgangs- 
puncte dienen. Da ich nun die Absicht habe, die vorliegende Schrift den Zinearen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu widmen, so darf ich mich auf die 
Begründung jener Gesetze, insofern sie auf viel allgemeinere Differentialgleichun- 
gen Bezug haben, als ausserhalb der Grenzen der Aufgabe liegend, nicht einlassen. 
Ich werde mich deshalb begnügen, solche am geeigneten Orte nur geradezu an- 
zuführen. Wohl aber verlangen derartige Gesetze hier eine weitere Besprechung, 
insofern sie nur gerade auf die vorliegende Classe der linearen Differentialglei- 
chungen Bezug haben. Die linearen Differentialgleichungen gestatten es, Gesetze 
dieser Art aufzustellen, welche höchst bemerkenswerth sind, weil sie tiefer ın den 
Bau des allgemeinen Integrals eindringen, als es für irgend andere Differential- 


gleichungen geschehen kann. 


II. Allgemeines Integral der Gleichung 


2 Mr 
Fr Yo I, m, 
Das allgemeine Integral irgend einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit zwer Veränderlichen schliesst zweı willkührliche Beständige ein, über 
deren Vorkommen aber im Allgemeinen nichts Bestimmtes sich aussagen: lässt. 
Dies allgemeine Integral lässt sich jedesmal dadurch erzielen, dass man die 
Differentialgleichung zweiter Ordnung vorerst auf eine Differentialgleichung erster 
Ordnung mit einer willkürlichen Beständigen c,, oder auf ein erstes Integral 
zurückführt. Das erste Integral führt dann auf das endliche Verhalten, oder auf 
das zweite Integral; wobei die zweite willkürliche Beständige c, zum Vorschein 
kommt. Wenn man auf diesem Wege zu dem allgemeinen Integral einer Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung übergeht, so hat man den Vortheil, dass dann 
das Vorkommen der willkürlichen Beständigen in dem jedesmal zu erzielenden 
Integrale keiner Unbestimmtheit unterliegt. Stellt man sich nämlich das erste 


Inteeral in Bezug auf die willkürliche Beständige c, entwickelt vor, so zeigt sich 
- - De €ı - 
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dasselbe in der Form a, = c,, wo a,' eine bestimmte Function von ,2, y und 


der schon in der Differentialgleichung zweiter Ordnung auftretenden beständigen 
Grössen ist. Wenn man nun aber die Gleichung a,=c, der zweiten Integration 
unterwirft, so nimmtc, mit den übrigen ina, vorkommenden beständigen Grössen 
gleichen Rang ein, und bedarf als solche keiner besondern Beachtung. Stellt man 
sich das zweite Integral in Bezug auf die willkürliche Beständige e, entwickelt vor, 
so zeigt sich dasselbe in der Form a, = c,, wo a, eine bestimmte Function von 
z und y, und der schon im ersten Integral vorkommenden beständigen Grössen ist. 

Will man aber sogleich das zweite Integral bestimmen, so muss vor Allem 
das Vorkommen der beiden willkürlichen Beständigen ce, und c, festgesetzt sein. 
Stellt man sich nun das zweite Integral in Bezug auf die eine c, aufgelöset vor, so 
hat man die Form «, = c,; allein das Vorkommen der andern willkürlichen Be- 
ständigen ec, in a, bleibt dann im Allgemeinen unbestimmt, und wird sich je nach 
dem besondern Bau der Differentialgleichung zweiter Ordnung auf verschiedene 
Weise gestalten. 

Die allgemeinste lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwer 


Veränderlichen kann ın der Form 
“ | 
rt Fa LAST I 

dargestellt werden, wo Y, Y, und Z irgend Functionen von y bezeichnen. Um 
diese Gleichung auf ein erstes Integral zurückzuführen, nehme man vor Allem eine 
Transformation vor. Man führe an die Stelle von z eine andere Veränderliche 
u ein, indem man 2 = z,.u selzt, wo 2, eine noch zu bestimmende Function von 
yıst. Die Differentialgleichung geht dadurch in 


d’u dz? du = dz, r 
+2, dy -7.u+r Yu. + Zyu)+Yau=Z, 


über, oder, wenn man nach St von ı ordnet, in: 


dz du d?z dz 
n + (27, + vo he. Y. 2 


a) tr tr + Im umäh. 


z 
. 
Zur Bestimmung von z, bedienen wir uns der Gleichung 


+1 + 1a Fu‘ 


d’z, 
dy’ 
Man setze irgend ein besonderes Integral dieser Gleichung ın die vorige an die 


Stelle von z,; dann bleibt: 
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ur (2 +Yz, 5 2. 


Wenn man nun aber, abkürzend, die Bezeichnung 
I 
a „2 Ydı 
— .> „e/ , 
u, 
annımmt, so erhält man, nach bekannten Regeln, das verlangte erste Integral 
jener Differentialgleichung in der Form 


du je 
— =u, +c,u,. 
dy e Zzu, 


Die zweite Integration giebt daraus das endliche Verhalten 


Zd 


u = swf et, Su,dy + Ca 


oder auch, wenn man statt z die ursprüngliche Veränderliche z zurück einführt: 


. Zdy? 
z= fu % tr orzfu, dy + c22». 
ry 


Es zeigt sıch hieraus, dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung 


d’z , dz 
tt + Y:= / 


in allen Fällen die Form 
z tz, +c,2,+ 022 


annimmt, Wo 2,, 2, und z, Functionen von y sind, welche von den Coefficienten 
der Differentialgleichung abhangen. Die Entwicklung des allgemeinen Integrals 
auf’ diesem Wege ist aber davon abhängig, dass man ein besonderes Integral der 


Gleichung 


d’z dz 
(a) Pr +F: art. =V 
anzugeben im Stande seı; denn ein solches besonderes Integral vertritt die Stelle 
jener Function 23. Wenn z, bekannt ist, so bilde man die Function z, nach der 


Formel 


(2) z, = y.fudy = z, 





Aus dieser Formel zeigt sich zugleich ein bemerkenswerthes Verhalten zwı- 


schen den beiden Functionen z, und z, des allgemeinen Integrals. Dieselben sind 
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nämlich jedesmal so beschaffen, dass keine von beiden durch einen beständigen 
oder einen von y unabhängigen Factor aus der andern abgeleitet werden kann. 
Denn Dies könnte nur dann geschehen, wenn u, = 0 wäre; was aber in Folge 
des vorher angenommenen Werths von u, niemals zutrifft. Die dritte Func- 
tion z° endlich erhält man aus der Formel 


Zay’ e-/Ydr 
(Y) 2, — 2 Su. je 7 29 ' = JS: ‚Ze dy?. 


€ 





Dies z, ist zugleich ein besonderes Integral der vorliegenden Differential- 


gleichung 
d?z 


rY "+Y:=2. 


Denn deren allgemeines Integral Z= z,+ 6,2, + cız, geht in die Function z, 
über, wenn man den beiden Beständigen c, und c, den besondern Werth Null 
giebt, Für Z=0 kann auch diese Function z, jedesmal gleich Null gesetzt 
werden. 

Nachdem so das erste Integral, und aus diesem dann das zweite Integral 
entwickelt ist, beantwortet sich die weitere Frage, wie man zu jenen drei Func- 
tionen 2, 2, und z, gelange, wenn man, sogleich von der jetzt bekannten Form 
des allgemeinen Integrals z = 2, + c,2, + €3z, ausgehend, verlangt, dass dieselbe 
die Differentialgleichung 

m+rz +-Yı=Z 
befriedigen solle. Man setze deshalb jene Function an die Stelle von z. Dann 


erhält man die Gleichung 


d’z, d’z, d’z, de. dz, 2, ‚ 4 
Tee er ae ae RO 





Da aber dieser Gleichung für alle möglichen Werthe von c, und e,, genügt wer- 
den soll, so müssen eben sowohl die gemeinsamen Factoren von c, und c,, als auch 


der Rest der Gleichung, für sich verschwinden. Man hat also: 


d’z, ‚dz, 
gr ar +-/z, == 6, 
d’z, dz, 
a? +! — dy -+- Y,z == ®, 
d’z, dz, 


ZEN == 9. 
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Zwei besondere Integrale der Gleichung («) vertreten demnach die Stelle der 
beiden Functionen z, und z,. Die Function z, aber giebt sich als besonderes 
Integral der vorliegenden Differentialgleichung zu erkennen. 

Wenn nun auch diese zweite Herleitung des allgemeinen Integrals von 
der Kenntniss der drei besondern Integrale z,, z, und z, abhängt, während man 
vorher nur des einen besondern Integrals z, bedurfte, so bringt sie dennoch 
einen erheblichen Gewinn. Denn in den allermeisten Fällen, wenn einmal ein 
besonderes Integral z, der Gleichung (a) gefunden ist, erhält man ein zweites ohne 
weitere Schwierigkeit; und dieses zeigt sich dann sogleich in einer Gestalt, welche 
einfacher ıst als dasjenige, welches die Formel (3) aus dem zuerst gefundenen z, 
berechnet. Man wird demnach nur in solchen Fällen zur Formel (2) seine Zu- 
flucht nehmen, wenn es keinen WVeg giebt, der unmittelbar zu einer einfacheren 
Gestalt des zweiten besondern Integrals z, führt. Bei der Bestimmung der bei- 
den besondern Integrale z, und z, aus der Gleichung (a), ist aber zu beachten, 
dass diese beiden Functionen auch in der That nicht durch einen beständigen 
Factor in einander übergelührt werden können. Die erste Entwicklungs -Art des 
allgemeinen Integrals lässt keinen Zweifel, dass jedesmal'zwei besondere Integrale 
von solcher Beschaffenheit möglich sind. 

Es kann übrigens auch kommen, dass man zu drei und mehr besondern 
Integralen der Gleichung («) gelangt, die jedesmal die Eigenschaft haben, dass 
keines von ıhnen durch einen beständigen Factor in ein anderes übergeht. Wenn 
aber irgend drei derartige besondere Integrale z,, z, und z, vorliegen, so findet 
jedesmal das Verhalten z, = c, 2, + c, z, Statt, wo c, und c, irgend beständige 
Grössen sind. Denn die Form 2= ec, 2, + 35 muss stets als allgemeines Integral 
der Gleichung (a) angesehen werden, und jedes besondere Integral z, wird aus 
dem allgemeinen dadurch abgeleitet, dass man den willkürlichen Beständigen c, 
und c, gewisse besondere Werthe giebt. Auf diese Weise kann also das dritte 
besondere Integral z, jedesmal aus den beiden andern hergeleitet werden. Es 
lassen sich demnach auch, wenn nur zwei besondere Integrale z, und z, da sind, 
eine grosse Zahl anderer bilden, indem man jedes der beiden bekannten mit einem 
beständigen Factor verbindet, und dann beide Producte adaırt. Diese Bemer- 
kung leistet gute Dienste, wenn es darauf ankommt, gewisse Formen der besondern 
Integrale, welche aus irgend einem Grunde nicht zusagen , in andere brauchbare 
überzuführen. 


Zur Bestimmung der Function z, behält man die oben gefundene Formel 


(y) bei, wenn sich nicht etwa vortheilhafter auf andere Weise ein besonderes In- 
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tegral der vorliegenden Differentialeleichung ermitteln lässt. Da Grund vorhan- 
den ist, die Bestimmung eines zweiten besondern Integrals z, aus der Gleichung 
(«) dem Gebrauche der Formel (£) vorzuziehen, so gestattet übrigens auch die 
Formel (y) eine wesentliche Vereinfachung. Aus der Formel (?) folgt nämlich, 


dass, wenn z, ein besonderes Integral der Gleichung («) ist, dann auch 
ofray 
| wer dy 
e wi 
ein solches vorstellt. Nachdem aber die beiden besondern Integrale z, und z, 


aus der Gleichung («) erlangt sind, findet die Beziehung 


Statt, wo c, und e irgend zwei beständige Grössen sind. Man theile durch z,, 


differentire alsdann,, und es bleibt: 


ow 


Pr ' d(z1:2,) z ie r 
wenn man abkürzend die Bezeichnung u = (), einführt. Es verwandelt 
2 


sich dadurch die frühere Formel (y) in die neue: 


s 
2, = 6 JG) I 222 e% dy’, 
R 2,/% 
oder auch, indem man theilweise integrirt, ın: 
0 = Co 21 Sz, Fe” dy —n Co 23% z,Zc/'% dy. 


Der beständige Factor c, dieses Ausdrucks ergiebt sich ohne Anstand, wenn man 


ın dem obigen Ausdruck 


et —L (: dz, a =) 


an die Stelle von y irgend einen beständigen Werth einführt. 
Um das Bisherige an einigen Beispielen zu erläutern, setze man 


2% 


1. Die Gleichung = _ + (4? — c)z = VO. 
Hier ist Z = 0, also auch ,=0. Zwei besondere Integrale der Gleichung 


(a) ergeben sich in der Form 3= e”’. Denn setzt man dies z hinein, so erhält 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 16 
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dz d?z a b j 
gg ne und dp n'e” ıst, zur Bestimmung von n die quadratische 


Gleichung 2, — zn + 6" = c. Daraus folgen die beiden Werthen=6=yYe, 


man, weil 


und jene besondern Integrale sind: 
z = e®*Y% und z = e®V”, 
Demnach ist das allgemeine Integral: 
z = e’(ceV? + eV?) 


Wenn c negativ ist, nehmen jene besondern Integrale die imaginäre Gestalt an. 


Durch deren Addition-und Subtraction aber ergeben sich die neuen Integrale 
u (ET N ”) und z = e"’ (e*V“ — ev”), 


oder auch, wegen des Zusammenhanges zwischen Exponential- und trigonometri- 


schen Functionen , die beiden: 
z= e”cos(/— cy) und z = e” sin (Y— cy), 
welche vom Imaginären frei sind. Das allgemeine Integral geht demnach in 
2 = e"”(e,cos(Y —ey) + cz sin(V —cy)). 


77 


über. Für den Fall ce = 0 endlich bleibt nur das eine besondere Integral zu ee: 


die Formel (3) aber giebt für das andere: 





ı— e' Se”, gr dy — e?? Sdy - ev. Y 


d’z dz 


und das allgemeine Integral der Gleichung +” bzy +b?2 —=d ist: 


’ d’z 1 — zb dz b?— c 
2. Es sei arten v. 

Auch hier ist ,—=0. Die Gleichung (« giebt zwei besondere Integrale 
von der Form z = y”. Denn, setzt man dies z hinein, so erhält man, weil 
dz a d’z ei . i 
a =ny und Ay? —= n(n — 1)y"”” ıst, zur Bestimmung von n die quadratische 
Gleichung n?—zbn+b’= c. Daraus ergeben sich die beiden Werthe 
n = b=Yc, und die erwähnten besondern Integrale sind: 

say" V ndz=y’t. 


Man hat demnach für das allgemeine Integral: 
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2=y(ay" Hay) 


Für irgend ein negatives c gestalten sich jene besondern Integrale wieder imagi- 
när. Wie vorher bilde man dann durch Addition und Subtraction zwei andre, 


welche vom Imaginären frei sind. Denn man erhält so: 
= y’(e* c.Iy + ev“) und = y' (e+VeV zu eV ”) j 


oder, wegen des Zusammenhanges zwischen Exponential - und trigonometrischen 


Functionen, die beiden: 
2 = y’.cos(Y—c.ly) und z=y°’.sin(Y—ce.!y). 
Das allgemeine Integral geht demnach in 
2 = y’(c,cos(Y — e./y)+ c2.sin(/ — c.!y)) 


über. Für den Fall c = 0 endlich bleibt nur das eine besondere Integral 2=y°. 


Das zweite ergiebt sich aus der Formel (5). Demnach ist: 


b 2% I en b "dy b 
ze yt.fy”e =y, PA Sc 


as ds 1-—2Db dz D°z j 
und der Gleichung rt = yt gt entspricht das allgemeine Integral 


= y.(c.ly+ 6). 


III. Transformation der Gleichungen 


dz by+edz fy’+rgyı+h 





day? = a Ya u*+ 1 z m @, 
dz b +cd:: ff? #ey+h 

re. me ee en .:m@, 
Yy y dy Y 

d’z by +c dz Sy +gy+h 0 


dy? + (yta)y dy (y+a)'y” 
Ein besonderes Integral der Differentialgleichung 


„ d’z ‚ dy 
} TE at: = 
kann immer erst dann gefunden werden, wenn die Coefficienten Y, Y, und Y, 
bestimmte Functionen von y sind. Man gehe dann von gewissen Voraussetzun- 


gen in Bezug auf die Beschaffenheit des besondern Integrals aus, und untersuche, 


16* 
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ob solche zum Ziele führen. Auf diesem Wege sollen im Folgenden die beson- 
dern Integrale der drei obigen Differentialgleichungen hergeleitet werden. Welche 
aber immer die dazu führenden Voraussetzungen sein mögen : die betreffenden 
Untersuchungen werden sıch, als von der besondern Form der Functionen Y, Y, 
und Y, abhängig. jedesmal wesentlich vereinfachen , nachdem man die Differen- 
tualgleichungen den geeigneten Transformationen unterworfen hat. Die Auf- 
merksamkeit richtet sich deshalb zunächst auf diese Transformationen. 

Im Allgemeinen lassen sich zu dem Zweck zwei verschiedenartige Trans- 
[ormationen anwenden. Die erstere besteht darın. dass man an die Stelle der 
unabhängigen Veränderlichen y eine neue y, einführt, welche als Function der 
ersteren angenommen wird. Die andere besteht in der Vertauschung der abhän- 
gigen Veränderlichen z gegen eine neue wz,, wo u eine bestimmte Function von 


r ist. 


Stellt man sıch z vorerst als Function von Y, vor, so hat man: 


(«.) 


2% 


ds dz .dyı d’z d’z (2) + dz E’yı 
ray dy? 


ya Wi Bi 


und die allgemeine Differentialgleichung geht In 


dyı ” d’y dy, dz > 
Y-(© y.5 | +(Y- — 2). Y.,z= 
dy at dy? +, dyJ ayı u, v 


über, wo die weitere Elimination von y mittels y, auszuführen bleibt. Auf 


eine bemerkenswerthe Umwandlung dieser Art führt die Beziehung y, = my”, 

















ie a h d | 
wo m und n beständige Grössen sind. Denn da dann > —= mny"' und 
r Y 
d’y, 2 
ar — 1)y""ıst, : a : 
Zy: m n(n — 1)y””” ist, so erhält man 
dz dz d’z d’z dz 
Don Te . 2 2 2, ee 
(a.)‘ } a u und y ae Wr —I)yı = 
Setzt man aber z = uz,, so geht die allgemeinere Differentialgleichung in 
d’z ‚du dz +7 dz, 5 vn) 
ar Y.uz, 1 
u (u dy? - dy ur y° ')+) (u "z)t+ 4zu2, ) 


über. Wenn man nach Differentialquotienten von z, ordnet, hierauf durch u 


du „Pu 
: r : » E 0 > [7 z [3 —— 
theilt, und zugleich die abkürzenden Bezeichnungen u, = dy und u, ap an 


nimmt, so bleibt: 
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i d’z m ® dz, Be Ee ® t IM 
(?.) u + (=: nz 1. + ( ir sw u Y,)z, =®d. 


Sobald nun die Coefficienten Y, Y, und Y, als bestimmte Functionen von y vor- 
liegen, besteht die weitere Aufgabe darin, die Grössen y, und n so anzugeben. 


dass die neue Gleichung ın der That einfacher sich gestaltet. 


1. Es seı (yı+a)'y*, - try + Hay, +0’ +3y+hla =V. 


Man nehme vor Allem y, = — > an. Dadurch erhält man: 
u e\, dz u h 
-Yyoat (by, _ y by, + Ur — ya =. 


2 h i i 
Man lasse das letzte Glied —: verschwinden, und streiche dann den gemeinsamen 


Factor y,. Dies wird durch Einführen von 3 = yy'z, erreicht. Denn die An- 


nahme u = y} verwandelt die Gleichung in: 


er 
(n—D'yr = + (: ayı-D)+by—; )01- Y)yıny 
(B.) DE 
+ [aD + yon Dt rt] = 9. 


/ 
Den Exponenten z bestimme man aus na(n— 1)+ .n + m — 0); dann bleibt die 


erwähnte einfachere Gleichung 


d’z dz, 
(Yı -Dyı + on + eo) — 1), 





A (Yıtgaz= 0. 


Man setze weiter „y=1-— y, was 


d’z 


(Ya 17 at ya b— ag, 


dz, 


‚+ S- 9. = 0 


giebt. Auch hier lasse man das letzte Glied verschwinden, um dann den gemein- 
samen Factor y, zu streichen. Man setze deshalb 2, = y,'z,; so erhält man, 
weil u = y;’ ist, die Gleichung 


d’z dz, 
(8) nat Dry by 


+ [an —- Dypa—-D+by—b—econ + —-/- 82 =V0. 
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Den Exponenten zn bestimme man aus un — 1) +ön+en+f+g=0; dann 


bleıbt die erwähnte einfachere Gleichung 


d’z 
(«.) (Y— Dy: 7, + (bya+c) = > + fa = 0. 
Man gewinnt damit zugleich die einfachste Form, unter welcher die Gleichung 
(1.) ım Allgemeinen dargestellt werden kann. 
Für den Fall « = 0 geht deren ursprüngliche Form in 


d’z „ ds 
5 yet dy+e)y‘ ar Jy+gy+hl= 


i 1 
über. Man setze hier y, = y’ woraus 
| dz dz d*z d’z dz 
4 Er ie ni = De 2 0 ae Bd 
(a.) Ydy 7 N Idy, und } Nr 'dyı ? 
'olgt. Dann erhält man die Gleichung 
) 2 d’z ’ dz 2 
(2.) trennt), th t+syHfe= 
1 < 


Hierin tilge man wieder das letzte Glied, und streiche dann den gemeinsamen 
Factor Yı. Man setze desshalb z= y,"z, wonach sich die Gleichung (2.), weil 
dann u = y,' ıst, ın 


1x 


dz, 
B) Yı“ 2, aHn—ey +2 —b)y, 7, Han ))+H— ey +2—Ö)n+Hhy?+gyı+/]s=0. 


verwandelt. Bestimmt man n aus n(a—1)+(2 —Ö)n+f=0, so erhält man 


die erwähnte einfachere Gleichung 


d?= 
+ byı+0),, „++ g)2, = 0. | 


Um hier das vorletzte Glied verschwinden zu machen, setzeman weiter z, = e"”.z,, 


Wegen u=e" ergiebi sıch dann: 





d’z? dz? 


(a) Ya tar, Het by ren + tg). 0. 


Den Exponenten r2 bestimme man aus n’-+ön kart was die einfachere Gleichung 


d’z? 
(2.)‘ Yı- Zu: ‚+ (by). + gu =—0 
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giebt. Endlich setze man y, = by,, und führe dadurch die Gleichung (2.) auf 
ihre einfachste Form 


d’z 
(b.) Y:' tete + 


zurück , in welcher nur zwei unbestimmte Beständige vorkommen. 
Die letzte Substitution y, = by, fällt weg, wenn 4 =0 ist. In diesem 
Falle zeigt sich die Gleichung (2°) in der Form 


u; da, 
Yı' dy? a og & = ©, 


Auch diese Gleichung lässt sich auf die Form (5) zurückführen. Man setze des- 


halb y,; = 4V/ (— gyı). Daraus ergeben sich die Ausdrücke 


( y. ‚de? 2 Yy, dız d a Y2. d’z 2. d2, 
Pr Yı dy, 2 dy . y1 dyı® 4 di? we dyg ’ 


und die Gleichung geht zunächst ın 


d’z, , dz. Y.2. 
Ya' dya -+(2c-— 1): — — 2 





0 


. ıY, j 
über. Man setze aber weiter z, = €’ ?.z,, so bleibt: 


d’z, 


dz 
Ye ta+2c—1) , +lc—-2'3=0; 


was in der That mit der Form (5) übereinstimmt. 
(3.) Es sei nun: 


2 
Er 


u’% . dz 
mtrteytr)n+tlrt+sy+h.:=0. 


Wir bringen hier zuerst den Coefficienten f zum Verschwinden. indem wir 


2 
nn 


2= e"” 'z, selzen. Die Annahme u = e” giebt die Gleichung 
(8) dy® Ye +by-+c): u Han?y +2n+(by+c). 2ny+(Sy’+gy+h).,=0. 


Wenn man aber n aus An?’ + 2bn + f = 0 hervorgehen lässt, so bleibt die ver- 


langte einfachere Gleichung 


d’z, 
(3.)‘ dy? +(by-+ 7 + (gy-+h)'z, = 
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Aus dieser lässt u der Coefficient g tilgen, wenn man z, = €". z, setzt; 
denn die Annahme u = e”’ führt auf die RE 
d’z, 


(B.) iR; +(2n +by-+ec)' + +(öy+c)n+gy+h)z2=V0. 


Das Verhalten bn + g = aber giebt die erwähnte Form 


d’z 


To - 
Ay? u (6 Y + ec)‘ 





Nimmt man noch by, = by + c an, so bleibt die einfachere Gleichung 





Auch diese Gleichung kann auf die Form (2) zurückgeführt werden. Denn 
On 2 


setzt man 2y, = by], so ergeben sich die Beziehungen 
=. ii D 2 
: a ‚de; 2 Rn d’z, dz, 
(a.) y I Y2 dYya und „u 


ma Mg 
und die obige Gleichun 


g verwandelt sich ın: 


d’z, 


Re... 1 dz, hz, 
dyz +(y+3)' dy, +5 == 0: 


was ın der That der obigen Form (5) sich unterordnet 
Durch die Vertauschung z, = e” 


ya’ 


r 


2, kann aber der Coefficient g der Glei- 
chung (3.‘) nicht mehr zum Verschwinden gebracht werden, wenn dort 5 = 0 ist 


Man lasse dann den Coefficienten ec verschwinden, indem man 2r +c = setzt 
Dadurch ergiebt sıch 


in 
Fr +(gy+h).z =. 
Man setze weiter gyı = gy + h, so bleibt die einfachere Gleichung 


d’z, 
trat, 





welche auch wieder auf die Form (5) zurückführt 








. Man setze deshalb vorerst 
— 4y(— g):yı. Daraus folgt: 
f d’z, 9.3 U’, 3 °2 
(a) yı' ay Y3' dy? tr) dy, ? 


und die transformirte Gleichung ist: 
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m d’z/ + B d2, 2 u ER N) 
Ya dys” 3 dy® 4 — WU, 


Endlich setze man noch z, = e?"2.2,:; was zu der Gleichung 


2 
- 


ı»% 


dz X 
Te u Dre vr a 
2 da 


Ya’ ar 


Sıa 


y 


führt; welche in der That mit der Form (5) übereinstimmt. 
Auch die beiden in (Il.) integrirten Gleichungen 

d’z 

dy? 

d’z 1-2) ds b’—c 

dy? ur: y dy cr 


dz 
— 2b: = + (b,— c).z = 0 und 


ordnen sich beziehlich den Gleichungen (3. und 2.) unter, und lassen sich als be- 


sondere Fälle auf eigenthümliche Weise ın einander überführen. Setzt man 


.. . dyı 1 d’yı @ . . 
nämlich y, = /y, so hat man, weil - =- und 5, = — 3 1st, die beiden Be- 
: day y dy y 
zıehungen 
dz dz d’z d’z dz 
(a.) yv-— — — und z m — 


dy  dyı Tg Ay? 
welche die letztere Gleichung auf die erstere zurückführen. In der That erhält 
man auch das allgemeine Integral der ersten Gleiehung aus dem der letzten, 


wenn man in diesem y an die Stelle von /y treten lässt. 


IV. Allgemeines Integral 
der drei in (III) transformirten Differentialgleichungen. 


Das besondere Integral der vorher transformirten Differentialgleichungen 
lässt sieh nur in einzelnen Fällen, wenn die beständigen Coefficienten dieser Glei- 
chungen gewisse besondereWerthe annehmen, durch die gewöhnlichen Functio- 
nen, nemlich durch Potential-, Exponential- und logarithmische Functionen 
darstellen. Genügt keine gewöhnliche Function, so ist offenbar die zunächst 
einfache Annahme die, dass das besondere Integral durch eine derjenigen Functio- 
nen dargestellt werden könne, welche aus der Integration der gewöhnlichen Func- 
tionen hervorgehen. Es wird sich zeigen, dass Dies in der That jedesmal für die 
genannten Differentialgleichungen zutrifft. Die besondern Integrale dieser Diffe- 


rentialgleichungen erscheinen demnach unter einern Integralzeichen. Sie können 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 17 
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aber ım Allgemeinen nur bestirmrnte Integrale sein. Ein unbestimmtes Integral 
2./ udy, worin z, und u, gewöhnliche Functionen von y sind, kann immer nur dann 
Geltung bekommen, wenn zugleich z, ein besonderes Integral ist. Denn jedes un- 


bestimmte Integral zieht eine willkürliche Beständige c nach sich; so dass das be- 


sondere Integral z = 2, fu,dy zugleich ein zweites z= z,.(fwdy +c,), oder 
auch z = z, voraussetzt, Jene besondern Integrale erscheinen demnach in der 
Form 2 = /sde, wo s eine gewöhnliche Function von y und e ist, die Integrations- 


« 


grenzen ©, und e, aber entweder von y unabhängige Grössen sind, oder auch selbst 
als Functionen von y angenommen werden. 

Wegen der weitern Beschaffenheit der Function s ist, wenigstens für den 
Fall zweier beständigen Grenzwerthe von e, und e,, auf der Stelle zu sehen, dass 


durch Abscheiden eines Factors z, welcher nur y enthält und deshalb vor dem 
v2 

Integralzeichen in z= / sde gesetzt werden könnte, die Veränderliche y unter 
ya 


diesem Integralzeichen nicht zum Verschwinden gebracht werden kann. Denn 


wenn Dies möglich wäre, also das besondere Integral auch unter der Form 


z= u. (Side dargestellt werden könnte, wo s, die Veränderliche y nicht mehr 

4 

enthält, so wäre [side nichts weiter als eine Beständige, das besondere Integral 
„ 

selbst aber wäre z= u, also eine gewöhnliche Function von y; was der Voraus- 

setzung zuwider ist. 

Das unbestimmte Integral f'sde, in welchem s irgend eine Function von y 
und « ist, hat offenbar die Bedeutung f(y, #)+ c, wo man sich f als bestimmte 
Function vorstellen kann, während c eine durch die Integration nach e herbeige- 
führte willkürliche Beständige, oder eine willkürliche Function von y und jeder 
andern von # unabhängigen Grösse ıst. Setzt man aber z = f'sde, so erhält man 
durch Differentiation: 

dz "ds d’z “ds 
= u a, und dy? - | ap de, 
so lange man sich e von y unabhängig vorstellt. Das unbestimmte Integral 2= f'sdo 


führt demnach die Seite links in der allgemeineren Differentialgleichung 


d’z . ds 


I mr 1 dy 





+1,2=9, 
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unter der Voraussetzung eines von y unabhängigen e, in 





Y.. d’s ds ‚ a 
fegensengamırc 


über; wo Z als eine von f(y, e) und den Coefficienten Y, Y, und Y, der Differen- 
tialgleichung abhängige Function von y und e anzusehen ist, während Ü wieder 
eine willkürliche Function von y und jeder andern von « unabhängigen Grösse 


bedeutet, hervorgerufen durch das willkürliche ec. Das bestimmte Integral 


u —— 


2 = /sdv, dessen Grenzen «, und #, unabhängig sind, verwandelt demnach die 


Seite Iinks in der Differentialgleichung, in 1, — t,, wenn t, und /, die Function £ 
dann bezeichnen, nachdem man darin statt # beziehlich die beiden Grenzwerthe 
, und ©, eingeführt hat. Wenn nun aber diese beiden Grenzwerthe ©, und e, 


so beschaffen sind, dass e — r, und e —e, gleichzeitig Factoren von 2 sınd, so hat 


man gleichzeitig ,=0 und 4, =®, und deshalb auch ,— 1, = 9%. Alsdann 
genügt das bestimmte Integral z= ['sde der Differentialgleichung, und muss 


v 
deshalb als deren 4esonderes Integral angesehen werden. Zur Bestimmung der 


beiden Unbekannten s und f hat man die obige Gleichung 


g 1?s 7 ds 7 y 
fe + It Y,s): de = !+(., 
[7 


oder auch, wenn man beiderseits nach « differentiirt: 


| Y d?s Y ds Y dt 
(a.) dy? + 2 dy —+ 29 oo do’ 

Ausserdem aber wird noch die Anforderung an die Function Z gestellt, 
dass sie zweivon y unabhängige Werthe e gebe, für welche ? verschwindet. Denn 
zur Bestimmung der Grenzwerthe e, und e, hat man die Gleichung 

(3.) 5,7 


Um zu den Functionen s und ? zu gelangen, gehe man, sobald die Coefficienten 
Y, Y, und Y, als bestimmte Functionen von Y vorliegen, von einer bestimmten 
Voraussetzung aus, in Bezug auf das Vorkommen der Veränderlichen y. Wenn 
man die so specialisirten Werthe s und £ in die Gleichung (a) einführt, so zer- 
fällt dieselbe, durch Ordnen nach y, in mehrere andere; woraus das Vorkommen 
von e in s und Z durch Rechnung hervorgeht. Die ın (Il) angeführten Differen- 


m. 


‘ 
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tialgleichungen sind dort in allen Fällen auf eine der beiden einfacheren Gleichun- 
gen (a) und (2) zurückgeführt worden. Wir gehen aber bei der Bestimmung 
von s und / für diese beiden Gleichungen von einer und derselben Voraussetzung 
aus, in Bezug auf das Vorkommen der Veränderlichen y. Deshalb betrachten 
wir die Gleichung 


2 


d’z dz 
(ay-+b)y' A? +(cy+e)' r* +/z2=0 


welche jene beiden Gleichungen (a) und (6) gleichzeitig einschliesst. Man hat 


hier zur Bestimmung von s und £: 


1 d 


$,,2 $,, 
(«.) rer He. 


Man kommt aber zum Ziele. wenn man 
s=F/(e—yY und t=F,(e— y)”" 


setzt, wo » ein noch unbekannter Exponent ist, 7 und F’, aber bestimmte Func- 


tionen von e sind. Denn diese Annahmen geben nach einander: 


u I Pe) 
s v—-y ’ s (v—-y)?? 
l d v, p-1 3 


FD ZZ 
_—— 


s de V (w— y) 


und zur weitern Bestimmung von s und Z dient die Gleichung 


| | | Ri ; v. 
(a) (ay +) ypp-D-(y+dpe -NHE-N=FP-D+ Fey). 


Um daraus die Gleichungen zur Bestimmung von p, Y und 7, abzulei- 
ten, ordnet man vortheilhaft nach e—y. Man setze aloy = e—(e—y). 


Dies giebt zunächst: 


ay?+by = ar+be — (2ac+b)(e—y)tale—y) 


cyte = co+te-—c (— y) . 
Setzt man diese Werthe hinein. und dann den gemeinsamen Factor jeder ein- 
zelnen Potenz von e — y gleich Null, so ergeben sıch die folgenden Gleichungen: 
Ly) (ac? + be) p = v, j 


(&..) [((2ac + b) (p — I))+c-+ elp ’‚+V/.,=0, 
(a;.) aokp—-VD+rep+f=V. 
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Le 13 


Die letzte derselben giebt den Exponenten p, und aus der ersten ergiebt sich die 
Function 7,, wenn 7 bekannt ist. Um 7 zu finden, eliminire man //, aus (a,) 


und (@,). Man differentüre in dieser Absicht die Gleichung («,), welches 
(a + b)pV ,+ 2a +Lb)pyV —V,„=V0 
giebt. Durch deren Addition zu («a,) fällt 7, weg, und es bleibt 
(a,.)‘ (a), +Rape Hip +e+H)V —=V. 
Zur Bestimmung von 7 hat man demnach: 


Fr, __ Qap+e)orbp+e 
BE av? + bv 


Die Grenzen des bestimmten Integrals z = [de ergeben sich. nachdem 


V bekannt ist, aus der Gleichung 
(}) t= Y(k—-yY' = pV (at b)e —yP"=0. 


Im Allgemeinen finden sich hieraus drei verschiedene Grenzwerthe; nämlich 


b Kan aa 
== Vunde= &. Jeder dieser Grenzwerthe gilt übrigens, weil die 


Factoren ac + b und e auch in / unter irgend einem Exponenten vorkommen, 
nur unter gewissen Bedingungen; welche weiter unten aus der Gleichung (3) ab- 


geleitet werden sollen. 


Dasselbe bestimmte Integral z = « — y)’degiebt auch dann noch ein 


besonderes Integral der obigen Differentialgleichung, wenn man € —=y als Grenz- 
werth benutzt. Diejenigen Bedingungen, unter welchen dieser Grenzwerth e = y 
Geltung erhält, können aber nicht mehr aus der Gleichung (?) geschlossen wer- 


den. Denn die Seite links der Differentialgleichung 


d’z dz i 
art tm 0 


wird durch das unbestimmte Integral z = fsde = f(y, #)+ ce nur dann in jenen 
Ausdruck 2 -+ € übergeführt, wenn man e von y unabhängig annimmt. 


Nimmt man e als Function von y an, so führt das unbestimmte Integral 


auf einen andern Ausdruck 7’+(. Die Bedingungen, unter welchen dem be- 


R 
"og 


u — 


stimmten Integrale = ([sdv irgend ein veränderlicher Grenzwerth gegeben wer- 


vı 
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den darl', damit dasselbe ein besonderes Integral der Differentialgleichung vor- 


stelle, müssen demnach aus der Gleichung 


33 Be 
(2.) ze 0 
abgeleitet werden. Um aber 7 für den vorliegenden Werth e = y zu finden, 
erwäge man, dass aus z—=f(y, #), wenn darın #e = y angenommen wird, durch 
ae r x dz dt Hd . , E 
Differentiiren das Verhalten — =; + ;; sıch ergiebt. Unter derselben Voraus- 
dy dy dt ° 


setzung entstehen durch Differentiation von s = fsde die Ausdrücke 


dz ds 1 d’z d’s ] 9 ds ds 
du  Idy ee dy*® Gr dy? un dy dv " 


Man erhält demnach, wenn man, abkürzend, sogleich das vorhin gefundene £ ein- 


führt. den Ausdruck 


ds 


. ls 
I — . WM. ) ä 
Dr (2 rn + His. 


Für die Differentialgleichung 


2_ 


20 dz 
+ (cy + e) . . +/fz —. | 


(ay+b)y 7 


dy 
wurde vorhin, unter der Annahme eines beständigen ve, 
$ == PFkav’ + be)(e — 2 


eefunden. Lässt man nun aber die Grenze e = y gelten, so erhält man, weil 


s= TV («— y) ıst, den Ausdruck 
T=t+ ay? + by) [ — pP W — yy+ Ye — y)] + (cy + e) Vo PR MH. 
Um diesen Ausdruck nach Potenzen von e —y zu ordnen, setze man wieder 
yz=0— v—Y), welches 
ay+by = ar+be— (2ae +b)(e—y)+alc—y)’ 
cyte =c+te—c(e—y) 


giebt. Wenn man Dies einführt, so ergiebt sıch: 


= t—pJ Kar’+be) (— A 
+[7 @ape+bp+cc+e)+V ,(ao?+be))(e—y)’ 
— [Tkap+c)+F,@ac+b)\ke—y)"+aF,(—y?’. 
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Mit Rücksicht auf den Werth 2 endlich, und auf die Gleichung («a,)‘, bleibt der 


einfachere Ausdruck 


T=— IF ap > c) + V ,(2av + b)] (v— yy I!ral E (v Am yy* ’ 
woraus zu schliessen ist, dass die Grenze e=y Geltung bekomme, wenn py+ 1>0 


oder wenn p>—1 st, 


Alle Bedingungen , unter welchen die vorhin erwähnten Grenzwerthe das 


v2 
bestimmte Integral z u id a 4. de zu einem besondern Integral der obigen 
v 
I) 


Differentialgleichung machen, beschränken sich auf die Anforderung, dass die 
vorkommenden Exponenten innerhalb gewisser Grenzen liegen. Diese Bedin- 
gungen beziehen sich aber immer nur auf die Operation des Integrirens. Die 
bestimmte Integration führt nämlich nicht mehr auf ein besonderes Integral, wenn 
die Exponenten ausserhalb jener Grenzen angenommen werden. Nachdem aber 
die bestimmte Integration unter der erwähnten Einschränkung ausgeführt ist (was 
jedesmal. wenn auch nur in Form einer unendlichen Reihe, geschehen kann) 
fallen jene Anforderungen weg, und die durch Integration erzielte Function 
von y genügt der Differentialgleichung auch für alle diejenigen Werthe der Ex- 
ponenten, welche ausserhalb der vorhin festgestellten Grenzen liegen. Denn ge- 
setzt, das Resultat der bestimmiten Integration seı in einer Heihen-Entwickelung 
bekannt: die Reihe ist dann ohne Zweifel ein besonderes Integral der Differen- 
tialgleichung für alle möglichen Werthe der Exponenten, welche zwischen den 
durch die beiden Integrationsgrenzen e = e, und e = ec, vorgeschriebenen Gren- 
zen liegen; z. B. in Rücksicht auf die Integrationsgrenze e = y, für alle möglı- 
chen Werthe des Exponenten p, welche >—1 sind. Eine solche Grenze ist aber 
nur dadurch möglich, dass, nachdem man die Reihe an die Stelle von z in 
die Differentialgleichung eingeführt hat, in dem dadurch erlangten Resultate 
A+Bp+ Op’+...- = 0 der gemeinsame Factorjeder einzelnen Potenz von p für 
sıch verschwindet; dasalsoA=0,B=0,C=V ıst. Wenn Dies zutrifft, so ver- 
steht es sich, dass die vorliegende Reihe auch für jeden andern Werth des Ex- 


ponenten p, welcher <—1 ist, der Differentialgleichung Genüge leistet. Das 


— 


bestimmte Integral z = [V @—yYdb giebt also in allen Fällen ein besonderes 
yi 


Integral der Differentialgleichung, wenn nur bei der Integration die Exponenten 
innerhalb der vorgeschriebenen Grenzen angenommen werden. Um das be- 
stimmte Integral in diesem Sinne darzustellen, fügen wir die jedesmalige Bedin- 
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gung in Klammern bei. Wir schreiben also, z. B. in Rücksicht auf den Grenz- 


werth e = yY: 
j af Ve =yydep+1>0), 


weıl dieser Grenzwerth nur unter der Bedingung p+12>0 zu einem besondern 
Integrale führt. 
Zur Bestimmung von p hat man die quadratische Gleichung (a,). Man 
< Ä “ 


gelangt demnach ım Allgemeinen zu zwei verschiedenen Werthen von p, und so 


auch zu zwei verschiedenen Integralformen z = /V%6 — y) de. Wir werden 


4 
übrigens nur von der einen dieser beiden Formen Gebrauch machen, weil eine 
von beiden zur Darstellung der beiden besondern Integrale schon ausreicht, wenn 
man derselben nach einander verschiedene Grenzwerthe giebt. 
Wir kehren jetzt zu jenen zwei mehr besondern Gleichungen (a) und 
(5) zurück, weil sich die weitere Rechnung für dieselben verschieden gestaltet. 
1. Die Gleichung (5) schreibe man in der Form 


d’z 


2 +(y —60 —b) 


> 
» 


d. 
dy — (ll — 0. 


(2.) y 


I dy 
Hier hat man p = a, nach (a,); und dann zur Bestimmung von F die Gleichung 
V, v—b b 
4 —_— — — m - ” 
(a;‘). = 7 =1+,, woraus 
Faec”r folgt. 


So gelangt man zu dem besondern Integrale 


7 =) h / Yu 
x = fe ie — v).de. 
ei 


Die von y unabhängigen Grenzwerthe # ergeben sıch aus der Gleichung 


(3.) ia ae ty 
In allen Fällen erhält man daraus e = &: dagegen # = O nur unter der Bedin- 
gung 5+1>>0. Ausserdem gilt noch e = y, wenn a+12>>0 ıst. Man erhält 


aber zwei besondere Integrale, wenn man zu irgend einem dieser drei Grenzwerthe 
e, nach einander jeden der beiden übrigen hinzunimmt. 


Ein besonderes Integral erscheint als gewöhnliche Fnnction in geschlossener 
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Form, wenn irgend eine der Reihen-Entwicklungen, auf welche die bestimmte In- 
teeration führt, mit einem ihrer Glieder abbricht. Es ıst aber klar, dass ın dieser 
Rücksicht entweder nur die steigend-, oder nur die fallend nach y geordneten 
Reihen zu untersuchen sind. Denn eine fallende Reihe, welche mit irgend einen; 
ihrer Glieder abbricht, verwandelt sich in eine steigende Reihe, wenn man die 
einzelnen Glieder in der entgegengesetzten Ordnung auf einander folgen lässt. 
Wir benutzen hier die fallenden Reihen. 

Um das besondere Integral in einer fallenden Keihe auszudrücken, ge- 


oO 
brauche man vorerst das bestimmte Integral 


z = ee (0 — y)” de (+10). 
” 


Man entwickele (c— y)” nach fallenden Potenzen von y. Dies giebt 


” av aa—1 v’*? 
<= yr fer (#72 +73 —n)de (b+1>0) 


0 


Durch Differentiation erhält man aber 
de = — ee de + (b+Me erde. 


und daraus durch Integration den Ausdruck 


fee de=(b+]) fe“ 0? de +1>0) 


0 


Indem nach und nach mit +1, 5 -+ 2 ....- verwechselt wird, giebt dieser Aus- 


2 
druck, weil der gemeinsame von y unabhängige Factor fe =? de ausser Acht 


0 


gelassen werden kann, das besondre Integral 


en Be a 


. Br Et 
= yr(1- a 2 Y 


ab +1) a -Y6+2) (a -DL+3) 1 ) 
5 3 pt RR ’ 


Das obige bestimmte Integral geht demnach in eine Potentiralfunction über, 
wenn @a+1 eine positive, oder wenn b eine negative ganze Zahl ıst, 
Eine andere Reihe, nach fallenden Potenzen von y geordnet, lässt sich 


eben so aus dem bestimmten Integrale 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 18 
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z —/ er (—y)° de (a +1> 0) 
ableiten. Man vertausche zu diesem Zweck e —y mit u, welches 
z2—=e”,f, e"u+ y)udu (a +1>0) 


giebt. Die Reihen-Entwicklung dieser Form ergiebt sich aber noch scheller aus 
der obigen Reihen - Entwicklung, wenn man die entsprechenden bestimmten In- 


tegrale mit einander vergleicht. Das erstere geht nämlich in das andre über, wenn 





man dort z mit 5. 5 mit a, +y mit —y vertauscht, und dann noch mit e”” mul- | 
tiplicirt. Die verlangte Reihe ıst demnach: | 
ne (1 b(a+ 1) 1 "1 b(a-+ 1) (b—-1V)a-+2) 1 ) | 
ai Yy + 1 y 1 > y? —+ ...... J | 


und bricht ab, wenn 4+1 eine positive, oder wenn a eine negalice ganze 
Zahl ıst. 
2. Die Gleichung (a) lasst sich ın der Form 
d’z 


z Ä dz 
I? +[(1-a-bÖb)y+c]7z,+ abz = 0 


(a). yDdy dy 


( 


schreiben. Zur Bestimmung von p bat man pP —(a+Öb)p+ab=0; nach (a,). 
Daraus folgen p = aundp=Ö. Die Annahme des einen Werths a von p 


reicht hin, die beiden besondern Integrale aufzustellen. Es ist aber weiter: 





V. Zp+1l—-a—b)v—p+ 
ae @—ND» 
b—-a—D)v+a—c b—-c—1l c-a 
— [ 7ER , u Fa Dann ie (&,), und daraus: 


I — (v Br u. j ge—e 
So gelangt man zu dem besondern Integrale 


u il m 1) i ge, (v . y)°de. 


Die von y unabhängigen Grenzwerthe ergeben sich aus der Gleichung 


) BE 4 b—: ca +1 F_ a—1l on 
(2.) = af 1)". .-y) =®. 
Man erhält also e = 1, unter der Bedingung 5 — c>0, oder ce<b,e =, unter 
der Bedingung e—a+1>0 odrc+1l>a, und e = &, so lange die Summe 


der drei Exponenten in dem Werthe von z, nämlich 4 < 0 angenommen wird. 


Ausserdem aber bat man noch die Grenze e = y, so lange a-+1>>0 ıst. Man 
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erhält aber zwei besondre Integrale, wenn man auf zweierlei Weise irgend zwei 
von den so eben angeführten vier Werthen von # als Grenzen des bestimmten 
Integrals zusammennimmt. 

Die bestimmte Integration führt auf verschiedene Potentialfunctionen, 
Die Bedingungen, unter welchen Dies geschieht, sind aber eben so manniglaltig, 
als zahlreich. Was die nach Potenzen von y geordneten Reihen geben, soll an 
den stergenden Reihen gezeigt werden. 

Um ein besondres Integral in einer stergenden Reihe nach y zu entwickeln, 


bedienen wir uns des bestimmien Integrals 


food (eb, b=0) 


Man entwickle den Factor (e—y)” nach stergenden Potenzen von y; welches 


u 


z /, (Ze 3 ut "JE 2 +a(a— De: _ 3 —.)de (eb, b<0) 





giebt. Durch Differentiation findet sıch aber: 


de Ya) 1. Fach — DI. 
= be Ir - ch DATA, 


und daraus durch Integration die Beziehung 


2 | b f* | 
; (v BE) dt u 2 A een (e<b) „ b<0). 
Wenn man hierin e nach und nach gegen ce— 1, ce—2....., und gleichzeitig d 
gegnb—1,b—2..... vertauscht, so verwandelt sich, weil man den gemeinsarnen, 


n 
von y unabhängigen Factor / (e — 1)?" 0° de ausser Acht lassen darf, obige Rei- 
1 
hen - Entwicklung ın: 





e 17% ug | % c—1 c—?2 123 











ab .y ab @-DO-D, "ab a-DO-N a-Db-2), y 


- u 
Pr BZ u 


Die Reihe bricht ab, wenn @+1, oder auch wenn 5+1 eine positwe ganze 
Zahl ist. 

Durch dieselbe Rechnung gelangt ıman zu noch andern nach steigenden 
Potenzen von y geordneten Reihen. Denn es lassen sich einige der bestimmten 


Integrale 


z — [ke PR | a u CZ; 
15* 
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durch Einführen einer neuen Veränderlichen ı, an die Stelle von c, so umwandeln, 
dass die neue Form wieder die Grenzwerthe z, = 1 und z, = & annimmt, wäh- 


rend sıe sich im Uebrisen nur durch die Exponenten von der ursprünglichen 


oO 


unterscheidet. 


Zum Behuf dieser Transformation bedienen wir uns vorerst des Ansdrucks 


l—-ı 1 — 
e-1= — ode u-l= —ı ) 


und erhalten dadurch die neue Form 


ar Pe 1—y\/1—y 1): 1—y )- - = 
FFOGE . et („1+ Erg Ta u 


oder, wenn man die gemeinsamen Factoren ausscheidet: 


"ug | \c—=a p 
ul S. WER 3 u Te) amd 2, 77 


Die zwischen u und e angenommene Abhängigkeit giebt aber, aus 





beziehlich die neuen Grenzwerthe 
uv=®, u=y, w=l, u=#%. 


So entsteht, wenn man die Grenzen e=1 unde = &. also dasselbe bestimmte 


Integral beibehält, welches auch die erste Reihe gegeben hat, die neue Form 


- — = y_Iyrf, (u-1) u) uw du (e<b , b<0). 


Daraus geht eine zweite stergende Reihe hervor. Diese lässt sich schneller aus 
der ersten ableiten, wenn man die beiden Formen des bestimmten Integrals 
mit einander vergleicht. Die ursprüngliche Form geht nämlich in die neue über, 
wenn man dort @ mit c— a, b mit c — b vertauscht, und wenn man ausserdem 
mit (y — 1)°* multiplicirt. Die verlangte Reihe ist demnach: 
a er (i u (—a)(lce—b) f, FED Ba Bord A; ) 
= (y-1) a C l c c—1 >: Be 
Sie bricht ab, wenn e— a +1, oder wenn e— 5b + l eine posıtice ganze Zahl ıst. 
Um eine dritte Reihe, geordnet nach stergenden Potenzen von y, zu finden, 
transformire man mittels der Beziehung 


Y Y 
v= oder ua”. 
u Ü 
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Man gelangt dadurch zu der neuen Form 


= CE TOE- N) 


oder, wenn man die gemeinsamen Factoren ausscheidet, zu 


A 


‚Un 
u; yııfı (u u Rn Dich 


Jene Beziehung zwischen z und e giebt aber, aus 


u), wu eo ,  v=y, 
beziehlich die neuen Grenzwerthe 
v=y ,„a u=» , ni ,; ums. 
Desshalb findet sich, wenn man die Grenzwerthe e = V und # = y beibehält, die 


neue Form 
I.) 
say af (u-y’ Tu". (u- 1) du (+1l>a , a+1>0). 


Die Reihe selbst aber lässt sich aus der ersten, durch Vergleichung der entspre- 
chenden bestimmten Integrale ableiten. Man erhält das vorliegende bestimmte 
Integral aus dem ersten, wenn man in diesem c gegen —c—2, sodann b gegen 
a—c-—1unda gegen 5—-c—1 vertauscht, und wenn man endlich noch den 


Factor y°*' hinzufügt. Die verlangte Reihe ıst demnach: 





(14 (e-a+l)(e-b+D) Ag (—a+V(e-b+1) ‚c- a+2)(e-5b+2) y? 
| | 22) 


ter wr c+2 c+3 


Sie bricht ab, wenn ce — a, oder wenn c — 5 eine negatıe ganze Zahl ist. 
Eine vzerte steigende Reihe endlich ergiebt sich durch die Transfor- 


matıon 


2 ee MR 3. Ka. 
vr—-y= u—y zz 


Die Elimination von # liefert die neue Form 


( yvy—)) b—-c—l rn +9) nu a+l du 
af ee,” (u Dy 


1 W—Y _y’ 


oder, wenn man die gemeinsamen Factoren nz die Form 


— = yrgDerfı Alu)" (u-u)"" du. 
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Die zwischen u und © angenommene Abhängigkeit, berechnet aus 
om ‚ Zt ‚ vr—=& . v„"=yYs 
giebt beziehlich die neuen Grenzwerthe 
u=>0 ,„ u=i , u=y ,„ u=®. 


Bedient man sich also der Grenzen e= 0 und e = y, folglich desselben bestimm- 


ten Integrals, aus welchem schon die dritte Reihe abgeleitet wurde, so erhält man: 


ug" iyulf ta) ART, A, (u-1).(u-y)". du (+1>a,a+12>0). 


Die Reihen-Entwicklung geht aus der ersten Reihe hervor, wenn man 
dort vorerst e mit — c—2, sodann 5 mit —a—1 und a mitt —b— 1 vertauscht, 
und ausserdem noch den Factor y°*' (y— 1)**”“ hinzufügt. Denn die nämlı- 
chen Vertauschungen führen auch die entsprechenden bestimmten Integrale in 
einander über. Es ergiebt sich: 


’ 


(a+NDb+ND y, (a +Db+D (a +2) +2) y? 
Bu c+1l E08 a+ b—1 a .— A 2 BEER . 
arme A: Aue) A (i ” c+2 De c+2 c+3 13") 


und diese Reihe bricht ab, wenn a, oder wenn 5 eine negative ganze Zahl ist. 
Wenn eine der Bedingungen, unter welchen das erste der beiden be- 
stimmten Integrale Potentialfunction ıst, mit einer von denjenigen zusammen- 
trifft, welche das zweite bestimmte Integral ın eine solche Function verwandeln, 
so nımmt offenbar auch das allgerneine Integral die Potentialform an, 
Es kann übrigens auch geschehen, dass eines der bestimmten Integrale 
allein schon zwei besondre Integrale giebt. Dies ıst dann der Fall, wenn die 


Coelficienten der entsprechenden Reihe, von einer gewissen Stelle an, den Factor 
V 
0 


digen, und die Reihe, deren Glieder zum Theil mit dieser willkürlichen Bestän- 


0 
aufnehmen. Der Factor ö vertritt dann die Stelle einer w/kürlichen Bestän- 


digen als Factor verbunden sind, giebt gleichzeitig die beiden besondern Integrale. 

Diese beiden besondern Integrale haben aber jedesmal die Eigenthümlichkeit, 

dass sie sich durch Potentialfunctionen in geschlossener Form ausdrücken lassen. 

Die beiden vorher entwickelten Reihen des erstern bestimmten Integrals schlies- 
RR 0 . ’ 

sen gleichzeitig den Factor 5 ein, wenn a+1, und zugleich e—a+]l, oder 

auch wenn +1 und zugleich e—b +1 eine positive ganze Zahl ist, weil danu 


jedesmal auch e-+1 eine solche Zahl ıst. In solchem Falle setze man in diesen 
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: j u . a 0 
beiden Reihen-Entwicklungen den unbestimmten Factor > 0; dadurch gelangt 


Oo 


man zu den beiden erwähnten besondern Integralen. Eben so tritt der unbe- 


stimmte Factor 5 gleichzeitig in jenen beiden Reihen-Entwickluueen des zweiten 


bestimmten Integrals auf, wenn a, und zugleich e— a, oder auch wenn Ö, und zu- 
gleich e — b, eine negative ganze Zahl ıst, weil dann jedesmal auch ce+1 eine 
solche Zahl ıst. Die beiden besondern Integrale gehen dann aus diesen Reihen 


| ar ai 473: 0. ia 
wieder als Potentialfunctionen hervor, wenn man den Factor m gleich Null setzt. 


Es erfolgt daraus eine zweite Bedingung, unter welcher auch das allgerneine In- 
tegral der vorliegenden Differentialgleichung als Potentialfunction auftritt. 

Es lassen sich aber die beiden besondern Integrale noch auf andre Weise 
in Reihen entwickeln, deren Glieder nach Potenzen einer irrationalen Function 
von y sich ordnen lassen. Diese Reihen haben ausserdem das Eigenthümliche, 
dass sie beide gleichzeitig mit einem bestimmten Gliede abbrechen, wenn die Be- 
ständigen a, Ö und c der Differentialgleichung zwei gewisse Bedingungen erfül- 
len; während doch keine von beiden abbricht, wenn nur eine dieser beiden Be- 
dingungen erfüllt wird. Der Fall tritt ein, wenn in irgend einer der obigen vier 
Formen des besondern Integrals, der eine Exponent, zu jedem der beiden andern 
Exponenten addırt, dieselbe Summe 37 giebt, und wenn / irgend eine positive 
oder negative ungerade Zahl ıst. Da aber überhaupt nur die vier Exponenten 
b»—c—1l,c—a,a,—b—1 vorkommen, so gelangt man nach der genannten 


Regel zu folgenden sechs Systemen von Bedingungsgleichungen: 


ce+l=a-b=! R c+l=-(arb)=ti, 
arb-c=arb=l , arb-c=-(a+rb)=!i, 
ar+rb-c=c+l=! ’ a+b-c=-(+D)=!:i. 


So lässt sich also zugleich eine dritte Bedingung aussprechen, unter welcher auch 
das allgemeine Integral der vorliegenden Differentialgleichung als Potentialfunc- 
Lion auftritt. 

Um die, solchen Fällen entsprechenden Potentialfunetionen zu finden, 
nehmen wir Zuflucht zu weitern Transformationen jener bestimmten Integrale. 
Wenn man den vor dem Integralzeichen stehenden Factor ausser Acht lässt, so 
begegnet man noch drei verschiednen Formen, je nachdem nämlich die beiden 
gleichen Exponenten auf die drei Factoren des bestimmten Integrals vertheilt sind. 


Die erste Form kann durch 
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1 un 
7. (""—e) "e—y)""de (m+3>0), 


dargestelli werden: wo zn irgend ein Zahlenwerth, n aber eine positive oder ne- 


galive ganze Zahl ıst. Die zwerte Form 


z, —/, (v —] y- 2 X au (c— y)"2 .de (m + 1 > 0) . 


wo m und r dieselbe Bedeutung haben wie vorhin, lässt sich leicht auf die erste 


zurückführen. Man setze deshalb e = 1-(1-— y)u, welches 
1 1 —ın—n 
m—n 2 n— “ 
=(y—]) Ss (u — 1)" (u-7-,) .du (m+3>0) 
giebt. Man stelle demnach, wenn die der ersten Form entsprechende Potential- 


function bekannt ist, diese Potentialfunction für die zweite Form auf, indem 


| 
man dort y mit | al vertauscht, und dann noch mit (y— 1) 


ın—n 


multiplicirt. Auch 
die dritte Form 


5 == fi (e— 1)”, (— yo)” -2.de (m +10) 
Jo 


führt auf die erste zurück. Denn setzt man € = yu, so ergiebt sich: 


z Ri (u — - ) ww — u)" du (m+3>0). 


Die entsprechende Potentialfunction wird also aus der ersten erlangt, wenn man 


en 


y mil - vertauscht. und ausserdem den Factor Y hinzufügt. Es reicht dem- 


nach hin, die jener ersten Form entsprechende Potentialfunction zu entwickeln, 
Man berücksichtige aber, um die hiezu führenden Uetersuchungen möglichst 


abzukürzen, vorerst nur den Fall n = 0, also die einfachere Form 


=), (0) 


Man setze zunächst e—y = w; was 


M— ie u y) dp. 


= (+ R@y-NMo+yY- DD)" wo" dw 


giebt. Fs lässt sich aber auch 


1-1 ( mh 
(o+ r Er +2y-— 1)” 


schreiben. An die Stelle von w führe man weiter die neue Ze u ein, 


mittels: 
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(1.) w-+ 


—] 
u I Ly—1 ze 38, 


Um # zu eliminiren, entwickle man hieraus: 
\2#=u-2y+1l=#=Yy[uw—2y+1’—4y(y—D] 
= u—2y+1=Y}lu-2y+1+2y(yCy-D]lu-2y+1-2/(yy—D)]- 


Dem nämlichen u entsprechen also ım Allgemeinen zwei verschiedene Werthe von 


(2.) 


®. Bei der Elimination von » muss man aber zwischen gewissen Grenzen w des 
bestimmten Integrals das positive, zwischen andern das negative Zeichen beibe- 
halten. Denn wollte man ein bestimmtes aus dem an die Stelle dieses w ein- 
geführten wieder erlangen, so wäre jedesmal nur das eine Zeichen branchbar. 
Um die Grenzwertbe von w zu finden, nehme man y„< 0 an. Wennnun einen 
der beiden Werthe 2y—1=2y[y(y—1)] hat, so giebt die Gleichung (2.) 
nur einen einzigen Werth von w, welcher aber unter der Voraussetzung yd 
jedesmal reell ist. Für das erstere v= 2y—1+2Yy[y(y—1)] erhält man 
®e—=+Yly(y- D]; für jedes u>2y—-1+2Y[y(y—1)] aber ergeben sich zwei 
reelle positive Werthe von w, deren einer >+Y[y(y—1)] ıst und durch das 
positive Zeichen, der andere <+Y[y(y-1)], durch das negative Zeichen 
hervorgerufen wird. Für das andere v=2y—1-2y[y(y—1)] findet sich 
®= — V[y(y—1)]; für jedes u<2y — 1 —2y[y(y— 1)] aber ergeben sich zwei 
reelle negative Werthe von w, deren einer >— Y[y(y-1)] wieder durch das posr- 
tive Zeichen, der andere <—yY[y(y—1)] durch das negative Zeichen herbeigeführt 
wird. Alle andern u dagegen, welche <2y—1+2Yy[y(y—-1)] und zugleich 
>2y—1-2y[y(y-1)] sind, geben kein reelles » mehr. Nun sind unter der 
Voraussetzung y<0 die beiden Integrationsgrenzen = —-y wmdw=1-y 


positie, und zwischen beiden liegt = +Y[y(y—1)]. Man zerlege aus diesem 
Grunde das bestimmte Integral in die Summe 


*V[vw-n)] m} al, z u 
| u e N) 42, — -1) dw + wow N 2 -1) £ +2y-1) : Aw 


4 "Yu Yu] Vw’ 


in deren ersteren Theil der untere, im andern der obere Werth von w einzuführen 


ist. Die Gleichung (2.) kann aber auch in der Form 
4w = [Yu — 2y+1+2YV(y(y—D) E Yu 2y+1—2y(y y— MR. 
geschrieben werden. Für u>2y—1-+2y[y(y-1)] folgt daraus weiter: 


2Yo = Yu—2y+1+2Y(yy—1)) E Yuw—2y+1—2yyy—1)). 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 19 
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Seizt man aber hierin, abkürzend, 
2y+1+2Yyyy—-D)=Wy+Vy-D? 

so ergiebt sich: 2y+1—2Y(y(y—D)) = [Yy—-Vr—D?T 


S | mi - 


und es bleibt die einfachere Gleichung 


2Vw = | (u = -) +yu—x). 


Durch Differentiation folgt daraus: 


dw l 


— 


| du x du u 
Vu 2 (‚ EX. Ya-29)' 


Endlich erhält man aus der Gleichung (1), statt der Grenzen 


= —Y 5 w = vıy— 1)) ’ w — 1—y 
beziehlich die neuen Grenzwerthe 
BB „, u 


ee, 


und dadurch das bestimmte Integral 


nr du du «0 y du du 
m—! - — - m— 1 .- . EBERZERR — . ’ 
ni j. de (, (u— 2, V (u - ,)) ” I u “ (j (u— 2) Y(u sn 2) 


x 


Wenn man in dem letztern Theile die Ordnung der Grenzen umkehrt, so findet 
- sich der einfachere Ausdruck 


i m— ”l ze 
u" :du z s”""2ds 
zZ er ag nn " PY er , 
Jo VYlu— x) Jo» Vs-l) 
1] . Kg 
nachdem man noch v=x.s eingeführt hat. 


Es findet also die Beziehung 


1,o n— 1 m } 7 Im 
I: (ve 2 2) £ (e u dv u 6. [Vy u; Yy si 1)] ’ 


Statt, wo ce ein von y unabhängiger Factor ist; und man erhält damit die jener 


ersten Form für den Fall n = 0 entsprechende Potentialfunetion. 


Durch rn malıges Differentiiren aber erhält man diese Function für irgend 
ein positives ganzzahliges n. Denn es ergiebt sıch: 


Se - N)" .E- Ya =calYy+VYy— Di 


0 
y” 
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Ein zweites besonderes Integral wird durch Verwechslung des Zeichens 
der einen Wurzelgrösse erlangt. Denn die so entstandene Function von y muss, 
eben wie die ursprüngliche der Differentialgleichung, an der Stelle von z Genüge 
leisten, weil alle Coefficienten der Differentialgleichung nur rationale Glieder 
enthalten. Für ein positives ganzzahliges n erhält man demnach das allgemeine 


Integral 


Ira 


== al/y+ Yy DD] +aly— Vo — Di 


Der Fall eines negativen ganzzahligen rn bedarf keiner weitern Beachtung. Denn 
wenn n eine negatice ganze Zahl ist, so findet sich unter den drei übrigen der 


obigen vier Formen jedesmal ein anderes bestimmtes Integral 


1 = m—1 
Kein 


wo n eine positive ganze Zahl ıst. Von den vier Exponenten b—c—1l, c-a, a, bc 
kommen nämlich jedesmal irgend zwei gleichzeitig in zweien der vier Formen 
vor; und zwar in Verbindung beziehlich mit jedem der beiden übrigen Exponen- 
ten. Der vierte Exponent aber ist jedesmal die negative Summe der drei übrigen, 
vermindert um die Zahl 22 WVenn nun jene beiden ersten Exponenten einander 
gleich und durch mm — 5 ausgedrückt sind, während der eine der beiden übrigen 
durch - mn bezeichnet wird, so ist der vierte nothwendig -m-+n—1. Wenn 
aber n eine negative ganze Zahl ist, so ist in der That —n +1 eine positive 


ganze Zahl. 
F’. Allgemeines Integral der Gleichung 


d’z > d’z 
ar dedy 


dz 


+2: =2. 
dy 


X 





„d’z ,„dz . 
dx +1 dy? * A,gz +E 


Das allgemeine Integral irgend einer partiellen Differentialgleichung zwei- 
ter Ordnung mit drei Veränderlichen z, y, a, schliesst zwez willkürliche Functionen 
einer veränderlichen Grösse ein. Ueber die Art des Vorkommens dieser beiden 
willkürlichen Functionen lässt sich aber im Allgemeinen nichts feststellen. 

Die eigentliche Schwierigkeit bei der Integration einer solchen Differential- 
gleichung besteht darin, dass sich dieselbe im Allgemeinen nicht auf eine Differen- 
tialgleichung erster Ordnung mit einer willkürlichen Function zurückführen lässt; 
woraus dann durch eine zweite Integration das allgemeine Integral mit seinen zwer 
willkürlichen Functionen hervorginge. Man ist also darauf beschränkt, von ge- 
wissen Voraussetzungen in Bezug anf die Natur und das Vorkommen der willkür- 


19* 
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lichen Functionen des allgemeinen Integrals auszugehen. Sulche Voraussetzungen 
führen aber immer nur bedingungsweise zum Ziel. 

Nur für einzelne Differentialgleichungen zweiter Ordnung gelingt der 
Uebergang über ein erstes Integral zum allgemeinen Integral. Das erste Integral 
kann in einem solchen Falle jedesmal in der Form $ = y(«a) dargestellt werden, 


wo 5 und « bestimmte Functionen von z, y, x und den Differentialquotienten 
dz dz . , . ; 
und F* sind, g aber eine willkürliche Function ist. Nun lässt sich allerdings 
im Allgemeinen wieder nicht angeben, wie die zweite willkürliche Function, welche 
durch die Integration der Differentialgleichung erster Ordnung $ = Y(a) einge- 
führt wird, in dem zweiten Integrale auftrete; allein die Bestimmung dieses zwer- 
ten Integrals hat dann insofern keine weitere Schwierigkeit, als sich hier immer 
ein Verfahren einschlagen lässt, welches in jedem einzelnen Falle über jene Frage 
entscheidet. Der Uebergang über ein erstes Integral wird demnach jedesmal, 
wenn derselbe möglich ıst, mit Vortheil benutzt, um zur Kenntniss des allgemei- 
nen Integrals zu gelangen. 

Es kann übrigens auch geschehen, dass eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung die Eigenschaft, ein erstes Integral zu haben, dadurch annımmt, dass 
man gewissen unbestimmten Grössen dieser Gleichung besondere Werthe giebt, 
also auf einen besondern Fall dieser Differentialgleichung eingeht. Man ist 
aber zu dem Schlusse berechtigt, dass dann auch das allgemeine Integral der ur- 
sprünglichen Differentialgleichung, welcher die erwähnte Eigenschaft fehlt, durch 
dieselben besondern Annahmen in das allgemeine Integral jener besonderen Diffe- 
rentialgleichung hinübergeführt wird. Es hat demnach keinen Zweifel, dass der 
Uebergang über das erste Integral bei der Integration gewisser Differentialglei- 
chungen auch ganz besonders geeignet ıst, über die Natur und das Vorkommen 
der beiden willkürlichen Functionen im allgemeinen Integral anderer Differential- 
gleichungen Licht zu verbreiten; was selbst kein erstes Integral leistet. 

Die allgemeinste Zineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit drei 
Veränderlichen hat die Form 

d?z A ‚d’z , dz 


dz 
ru LK ESTER U: 
A ey } dy: Aıdz Kay HrZz= 2; 





we, re Z , irgend Functionen von y und & bezeichnen. Ehe wir irgend 
einen Versuch anstellen, diese Gleichung zu integriren, wenden wir auf dieselbe 
eine Transformation an, welche auf zwei einfachere Gleichungen führt, von denen 


jede einen eigenthümlichen Gang der Rechnung erfordert. Wir führen statt y 
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und « zwei andere Veränderliche y, und x, ein, welche als Functionen der ersteren 
angenommen werden. Die Forderung, dass die Veränderliche 3 als Function von 


y, und , sich zeige, giebt ohne Anstand die neue Gleichung in der Form 


x (> (7 ")+2 d’z Zu de, Mı. d’z (2 dı de, PR... d’y, 

 Nda: dı,dy, de dx + ag: )+; de, de: I, da? ) 

2 (= de, de, nn d’z (= 1 ) d’z ‚dy, dy, PR. os dz  d’y, .) 
F* dy dze,dy \dze dy dy dx d ye de dy dx, dxdy  dy, "dr dy 


+ re) + ’» de, .dy, FR. % (2) + dz d: IR dz Te) 
da? \dy 2. ‚dy, dy dy 7 y: dy ”7 > Fr dy, dy? 
Iz dx dz dı 
z (: Der Y, 
—. de, d z 'dy, dx 


dz dx dz dy, ’ e 
de, er dy ') +2: = 2 j 











Wenn man aber nach EST gg von z ordnet, so erhält man: 
rer) 
. . 7 T ur dy de? 
lı y 7 dy ‚de; yd e\ dy d’z 
ER 
- a u dx T de * de v/ dyJ dax,dy, 


+(x (4) + yä 4 r(:) ) d’z 
dy dy? 


d? D, d’r d’x dt dx dz 
V.: 1 Pr . l En er. rv y 1 = 
.. dx dy . dy? a de I: =)" de, 


d? Yı d’y ‚d?y „ dy ‚dy dz r r 
V ) ge N “Js Mei Wed 12 —=T7.. 
+(x 3 dedy * . dy? . dx Ei =) dy, +2 Z 


+(x 


Zur Bestimmung von x, und y, wenden wir die beiden Gleichungen 


dx\? „de, de, 
x(z) -— re yr (2) =0 und 
dy, vr. .dyı f(Uı\? 
x (34 + 7 + ) 0 
.’ dy dı, dx, __dyı ‚dy,: 
an, und erhalten, wel „= —- 7: ur 37 die beiden Functionen x, 


und y, durch Integration der beiden Gleichungen 


X = VzyN_XY) 


Die Elimination von x und y verwandelt aber die ursprünglich siebengliederige 


Gleichung in eine fünfgliederige von der Form 
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d’z dz 

a. ——— — r2 = 

(a.) da.ayı W +A dı, Tr +Z Ze 
wo N, Y, Z und Z, bestimmte Functionen von y, und x, sind. Für den Fall 
7’—-Ar=V0 erhält man auf dem vorgeschriebenen Wege nur eine einzige 
“ ® ® \ je ® d? Be d’z .. y° >. ® 
Function X,, und die Coefficienten -—— und —, können durch Einführen zweier 

da," dyı? 


neuen Veränderhichen y, und x, nicht mehr gleichzeitig zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Da aber dann jene Function «, die beiden Gleichungen 


de, ‚dx, dx 


— + U v- — — 
A + z 0 und 7 Tr +Yy° = 0 
befriedigt, so fallen durch Elımination von x mittels x,, gleichzeitig die Coefficien- 
d’z d’z 


ten von 1: und =, weg, und es bleibt jedesmal eine Gleichung 


d*z .. dz ‚ dz 
5, z y } A / z ie 7 a 
(2.) dy? + de. + ei +-Zı=2,., 
übrig, wie auch immer die andere Function y, angenommen werden mag. 
Um die Gleichung (a), in welcher die unabhängigen Veränderlichen wieder 
mit y und x bezeichnet werden sollen, auf ein erstes Integral zurückzuführen, 
vertausche man die abhängige Veränderliche z gegen eine andere z, indem man 


z = z,u einführt, wo z, eine unbestimmte Function von y und x ıst. Die Dif- 


ferentialgleichung geht dadurch in 


« 


d’u PR.2Y du  dz, du d’ 


.- —+- | +Z2,u= 
“2 drdy Fi da 7 dx dy FayerA (»Z = u) +Z (3 +2 u) Zzu=Z,, 


über, oder. wenn man nach Differentialquotienten von u ordnet, in 





dy +2z, Frus de" Yz; Ps d.rdy “ der 


- 
Ari) 
- 


Pu dz du dz du d?z, „dz dz 
( "+ - . > "+Z 2.) un. 
d.rdy 


Zur Bestimmung der Function z, bediene man sich einer der beiden Gleichungen 


dz , 
= +Y/,=0. (a). 


dz, 
+ X, =0 (a) und 


Ein erstes Integral findet aber immer nur dann Statt, wenn durch Einführen des 
so berechneten z, zusleich der Coefficient von z verschwindet. Indem man z, 


das einemal aus (a,), das andremal aus (a,) und der Gleichung 


d’e, dz, ‚d&, r 
drdy r Ar + dy +2, =V0 
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eliminirt, gelangt man zu den beiden Ausdrücken 


dX IY 
z -+-XY=Z und + AY=Z. 


Dies sind die beiden Bedingungsgleichungen, von denen also wenigstens die eine 
bestehen muss, damit die Gleichung (a) ein erstes Integral habe. 
Wenn die erste Bedingungsgleichung erfüllt wird, setze man z, = e’*”, 


nach (a,), und es bleibt die einfachere Gleichung 


d? u dz, s du . 
Om y + + Y, x _— 1° 
dx dy du + dy 
Man führe abkürzend die Bezeichnung 
EL  ı 
u, 2 


ein; dann erhält man, nach bekannten Regeln, das verlangte erste Integral der 


Gleichung (a) ın der Form 


du Er 
a + uYp(Y); 
@ 


wo y(y) eine willkürliche Function von y und jeder andern von & unabhängigen 


Grösse ıst. Die Integration nach y giebt aber das zweite Integral 
u = Su: .f? 2..u +/uy(y)dyrıb b(x), 


oder, wenn man statt w die ursprüngliche Veränderliche zurück einführt: 
"Z,dıdy 
E__ fu | + 2.Swgply)dy+ z2ıb(x); 
a ’ 
@ 


wo p(x) eine willkürliche Function von x und jeder andern von y unabhängigen 
Grösse Ist. | 
Wenn die andre Bedingungsgleichung erfüllt wird, setzeman „=e*", 


nach (a,); was die einfachere Gleichung 


d;,u dz, un du ’ 
29°» dxdy + dy + Ä 2) ee = 2, 


giebt. Man gelangt dann auf ähnliche Weise zu dem zweiten Integrale 


dydr 
fu ee .  fugde ran): 
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1 


wo @ und al, wie vorhin, willkürliche Functionen sind, wo aber el” ein- 
1 


zuführen ist. 
Die Gleichung (5) führt nur dann auf ein erstes Integral, wenn der Coef- 


fıcient X verschwindet. Alsdann bleibt die Gleichung 


EA 
dy* tr OR” FEFEEERR 


mit nur zwei Veränderlichen z und y, für welche früher das allgemeine Integral 
z=u,+2yp(2) +2 ıb(&) 

aufgestellt wurde, wo z, z, und z, bestirmmte Functionen von y und &, p und ab 

aber willkürliche Functionen sind. 


d’z dz ] dz } 0 
rd Be Tl 





l. Die Gleichung 


erfüllt gleichzeitig jene beiden Bedingungen. Man gelangt deshalb auf zweierlei 


| | 
Art zu einem ersten Integrale. Auf dem letztern Wege findet man z, = e*” und | 
| Ä ' 

— e”””“, und dadurch das allgemeine Integral in der Form 


u, 
z = ee”, Je’*"ryla)da + e*.ıb(y). 


Es lässt sıch aber, weil p(x) eine willkürliche Function von x ist, abkürzend 
e” Se” gy(a)de=y(x) 
setzen, und man gelangt dadurch zu der einfacheren Form 


z=e".y (x) re”, ıb(y). 


5 \ d’z a ds b d dbz 

c \ En Me - u ee 
2. Die Gleichung ET Zu a ze 0 
1 bz 


erfüllt nur die erste Bedingung. Wir setzen deshalb z,=y®, und dann =e '!’yf. 
« 1 . 


Das allgemeine Integral zeigt sıch dann ın der Form 


bx 
z=y’.fe’.y"yl(y)dy+y’.ıb(x). 


2 Die Cleicl d’z ads bds (a+l)bz 

3. Die Gleichung a," y'dr y - 
bx 

dagegen erfüllt nur die letzte Bedingung. Man setze deshalb z, = e” und dann 


_=e ”.y®, Dies giebt für das allgemeine Integral: 
1 
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bx 
z = Se y ea a ıb(y). 
’ i d? dz l % 1) bz 
4. Es seı noch ‚EORER. ui PR - — 4 


drdy z+yde z+y dy (2 + y)’ 
Diese Gleichung erfüllt wieder nur die letzte Bedingung. Man setze deshalb 


1 
— h yon = hb-a } z yı e $ 0» Sn 2 
= (+ y)’. und dann m (© +y)’. Solches giebt das al/gerneine Integral 


= (a+y).S(c+y)"yea)daerle Hy ab(y). 
Wenn aber die Gleichung 


d’z ‚d’s 


A a ee er 


= -+Z=Z, 


+X +) 


zZ 7 


kein erstes Integral hat, und man also genöthigt ist, sogleich auf das endliche 
Verhalten zurückzugehen, so tilge man vor Allem deren letztes Glied Z. Dies 
lässt sich dadurch erlangen, dass man z= 2, + 2, setzt, wo z, die neue unab- 
hängıg Veränderliche, z, aber eine bestimmte Function von Y und x ıst. Denn 
wenn man dieses z, aus | 


d’z, d’z 0 d’z *o Ze + 


+27 + I + X, 


dz *0 
er dzdy + ia = Eur zZ 


hervorgehen lässt, so bleibt in der That die einfachere a 


d’z, d? 2, 


KUH gr 


dz, ‚ dz, 
dy +} 


y“ a, rZ2a=0. 


Nachdem das letzte Glied Z, weggeschafft ist, unterscheide man wieder die ein- 
facheren Differentialgleichungen (a und 5). 


Als zweites Integral der Gleichung 


d’z dz dz 


(a). +1, r 17, +2 = 0 


dedy 


wurde vorhin beı dem Uebergang über ein erstes Integral eın zweigliedriger Aus- 
druck gefunden, dessen eines Glied die willkürliche Function p(&), das andre 


IX 
die willkürliche Function xb(y) einschliesst. Unter der Bedingung = +-AY=Z 


’ . dY 
zeigt sich @ (x) vom Integralzeichen frei; unter der Bedingung —- 5 Ay +A/=Z 


tritt a b(y) ohne Integralzeichen auf. Liess sich gleich das allgemeine Integral 


vorhin nur unter der Voraussetzung einer dieser. beiden Bedingungen entwickeln, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 20 
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so liegt doch die Vermuthung nahe, dass auch das allgemeine Integral derjenigen 
Gleichungen (a), denen kein erstes Integral zukommt, aus zwei Gliedern bestehen 
werde, welche beziehlich die beiden willkürlichen Functionen p(x) und ı)(y) 
aufnehmen; aber dass jede dieser beiden Functionen unter dem Integralzeichen 
auftrete. Aus dieser Annahme folgt zunächst, dass jedes der beiden Glieder 
des allgemeinen Integrals nur ein bestimmtes Integral sein kann. Denn ein un- 
bestimmtes Integral zieht jedesmal eine willkürliche Beständige, oder eine willkür- 
liche Function solcher Grössen nach sich, welche von der Veränderlichen des 
unbestimmten Integrals unabhängig sind. Deshalb würde das unbestimmte Inte- 
gral z,./u,p(x) dx, worin z, und w, irgend welche Functionen von y und x sind, 
jedenfalls das Glied z,.9,(y), das andre unbestimmte Integral z,. fu, b(y)dy je- 
denfalls das Glied z,.xb, (x) nach sich ziehen. Gerade diese Glieder 2,.9,(Y) 
und z,.2b,(2) sind aber nach der obigen Annahme von dem allgemeinen Integral 
ausgeschlossen. Die vorhin angestellte Betrachtung führt demnach zu der Inte- 


srallorm 


se: %; z.p(a) da En ıb (a) da ; 
wo z, und z, bestimmte Functionen der Veränderlichen y und & und einer be- 
ständigen Grösse a, und die Grenzwerthe a, und a, willkürliche Beständige, oder 
von y und x unabhängige Grössen sind, während der Grenzwerth a, irgend eine 
Function von @, und der Grenzwerth a, irgend eine Function von Y ist. 
Für die besondre Beschaffenheit der Function z, ist es einleuchtend, dass 


man durch Absondern eines Factors z, welcher nur y und x einschliesst und 
. . 174 Mi 
deshalb in dem bestimmten Integrale /, 2z,.p(a)da vor das Integralzeichen ge- 


setzt werden könnte, unter diesem Integralzeichen die Veränderliche 7 niemals 


zum Verschwinden bringen kann. Denn könnte Dies geschehen , also jenes be- 


. a} ”@ * 
stimmte Integral auch ın der Form u./ ‚23.p(a) da geschrieben werden, wo 
io « 4,8 


{ 


z, eine blosse Function von & und «a ist, so würde, weil auch der Grenzwerth 


Q@ı 


a, von y unabhängig angenommen wird, durch / 23.p(a) da offenbar nur eine 


a, 

willkürliche Function von x angedeutet, und der eine Theil des allgemeinen In- 
tegrals wäre u.p(a). Dieses Glied u.Y(x) zeigt sich aber nur dann in dem all- 
gemeinen Integrale, wenn die Differentialgleichung ein erstes Integral hat. Auf 


gleiche Weise lässt sich auf eine derartige Beschaffenheit der Function z, ın dem 


andern Theile / "22.1 (a) da des allgemeinen Integrals schliessen, dass nämlich 


An 


durch Abscheiden eines Factors, welcher von « frei ıst und deshalb vor das Integral- 
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zeichen gesetzt werden könnte, die Veränderliche x unter diesem Integralzeichen 
niemals verschwindet. 

Wegen der beiden willkürlichen Functionen g und ab muss übrigens 
eben sowohl der eine als der andre Theil jener Integralform für sich die Differen- 
tialgleichung befriedigen. Bei der Bestimmung der Functionen z, und z,, und 
der veränderlichen Grenzwerthe a, und «a,, nehme man deshalb zunächst nur Rück- 


sıcht auf den einen Theil 


0] 
2= I 21p(a)da. 


Wenn man das unbestimmte Integral /z,p(a) da durch f(y. x, @) ausdrückt, so 
ist das bestirnmte Integral gleichbedeutend mit dem Unterschiede /{y,%,,)—(y,2,@,)- 


Alsdann muss also der Werth von 


Z =/(y; %, 4) — f(y; %, aı) 
der Differentialgleichung Genüge leisten. Dies trifft aber jedenfalls zu, wenn eben- 
sowohl z= f(y, ©, a), als 2=/(y, x, a,) die Differentialgleichung befriedigt, 
Man erhält nun bekanntlich aus z2= f(y, x, a), wo a selbst als Function von x 


angesehen wird, durch Differentiation die beiden Formen 


dz _df ' dz _df df da 
dy_  dy u Der ae > da’ 


Die Annahme 2 = fz,.p(a)da, bei welcher « eben diese Bedeutung hat, giebt 


demnach die Ausdrücke 


dz dz, dz dz, 
2 -/% — gpla)da, = - [2 p(a) da be "5 ne = yp(a), 





dx *dez, dz, da 
And) AI 
Durch Einführen dieser Werthe geht die Differentialgleichung ın 


Narr +73 : +2) (0) da +(7 +Äz -p(a) = 0 


über; wo also die vom Integralzeichen befreiten Glieder, statt & sowohl den einen 





als den andern Grenzwerth aufnehmen. Für den Fall des von y und x unabhän- 
gigen a —= a, bleiben nur die unter dem Integralzeichen stehenden Glieder zurück; 


und zur Bestimmung von z, erhält man die Gleichung 


u a 
dxdy + dar ur TORE ER 


20 * 
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o, in welchem eine 


willkürliche Beständige « Platz findet, vertritt demnach die Stelle von z,. Wenn 


Ein besonderes Integral z der vorliegenden Differentialgleichun 


aber « eine Function von x ist, so müssen auch die, nicht unter dem Integralzeichen 
stehenden Glieder jener Gleichung berücksichtigt werden. Zur Bestimmung des 
veränderlichen Grenzwerths a, ergiebt sich desshalb die Gleiehung 


dz, 
dy 


(a,). —- Az, == 0; 


und an das vorher gefundene z, wird die weitere Forderung gestellt, dass ein von 
a abhängiges & die Gleichung («a,) befriedige. 


u . a . '@, 
Auf ähnliche Weise gelangt man zu dem andern Theile z = / ’zyı(a)da 


day 
des allgerneinen Integrals. Die Function z, ist hier wieder ein besonderes Inte- 
gral der Differentialgleichung, welches zugleich eine willkürliche Beständige «a 
aufnimmt, An dies zweite besondere Integral z = z, aber ist die weitere Forderung 


gestellt, dass ein von y abhängiges « die Gleichung 





(a2). u. +/.=0 


befriedige. Dies «a liefert dann den veränderlichen Grenzwerth a.. 


Oben wurde erwähnt, dass der Gleichung 


2. d’z Y dz y3 PR 
( .) dy” + dx + dy = 
fiir den Fall X = 0 das endliche Verhalten 


2 = 2.9(2)+2.w(x) 


entspreche, wo z, und z, bestimmte Functionen von y und x, g und ab aber 
wrllkürliche Functionen sind. Auch hier von diesem Falle, in welchem ein erstes 
Integral Statt findet, ausgehend, und auf das allgemeine Integral einer Differential- 
gleichung schliessend, welcher kein erstes Integral zukommt, findet sich gleicher 


Grund wie oben, das allgemeine Integral in der Form 
'@ a, ] 
2 Rio z,p (a) da +/, 2,.%(a) da 
darzustellen, wo z, und z, bestimmte Functionen von y, x und einer Beständigen 
a, und die Grenzwerthe a, und a, willkürliche Beständige, dıe beiden andern Grenz- 


werthe a, und a, aber Functionen von & sind. 


Um zunächst die Function z, und den veränderlichen Grenzwerth a, zu 
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finden, setze man das unbestimmte Integral z = fz,p(a)da, wo a als Function 


von x& betrachtet wird, ın die Differentialgleichung. Man setze also: 





dz dz, dz "dz da 
dy - fi Pia), = S aestdda+ ng 


an 
dy? B+ 


und führe die Een dadurch ın 








d’z, 
Maa+ı N+r2 „+ 2a p(a)da + X, y(a) 
über. Diese Gleichung muss durch jeden der beiden Grenzwerthe « = a, und 


777 


a = u, befriedigt werden, damit das bestimmte Integral s = p(a)da der Dit- 


ferentialgleichung genüge. Für « = a, bleiben nur die unter dem Integralzeichen 


stehenden Glieder, und zur Bestimmung von z, erhält man: 


+ x + rZ . + Zz, =d. 
Die Function z, ist also auch hier durch ein besonderes Integral der Differential- 
gleichung ausgedrückt, welches zugleich eine willkürliche Beständige « aufnimmt. 
Wenn aber « als Function von x angesehen wird, so ergiebt sich noch die weitere 
Gleichung 


(3.) Az, =0. 


Das vorhin gefundene z, muss also auch diese zweite Gleichung befriedigen, so- 
bald ıman an die Stelle von a irgend eine Function von & setzt. Dies « stellt 


dann den veränderlichen Grenzwerth «, vor, 


[3 Y [2 * [2 @ 
gestellt, damit der Theil des allgemeinen Integrals in der Formz—/ 2,’ (a)da 
ar j 


sich darstellen lasse. 

Sobald die Coefficienten A, Y und Z der Gleichungen (a) und (6) be- 
stimmte Functionen von y und & sind, ist unsre nächste Absicht, diese Gleichun- 
gen noch weiter zu vereinfachen. Wir wenden uns deshalb vorerst wieder zu 
der Transformation derjenigen Differentialgleichungen, welche auf die angege- 


bene Weise integrirt werden sollen, 
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Yı. Transformation der Gleichungen 








ae Zr +. +42 ( 
7 077 th TREE 

d’z d?z d’z 1 dz dz cz 

— _— . —!flb— m) en ZU 
ur; u dady ia dy? Bu er + 6% ( dx +5, dıy (er te,y)’ er 


Oben wurde gezeigt, wie sich die allgemeine alien 5 


d’z - d’z .d’z dz 
A—, +2 V — -+ Y— +, - +Yz 2 = 2, 
dx? drdy dy dx ’ 
durch Vertauschen der unabhängig Veränderlichen y und x gegen zwei andre 
yı und x, so umwandeln lasse, dass aus der neuen Gleichung jedesmal zweı Dif- 
ferentialquotienten zweiter Ordnung verschwinden. 


1. In die einfachere Gleichune 


d’z d’z d’z 


u. u An ie 


wo a, b ce irgend Beständige sind, Z aber von Differentialquotienten zweiter Ord- 
nung frei ist, führe man an die Stelle von y und & die neuen Veränderlichen 
yy=xc+ny und ©, = o-+-my ein, wo m und n noch unbekannte Beständige 
sind. Man erhält dadurch die neue Gleichung 


d’z d’z d’z d?’z d’z 
i — +2- { ( —. n) —— tn — ) 
“ (= a +) u (m+ Fr rn 





(mE + 2mn SZ +0 2) =2 
+cim Pr a ln dr. dyı a) = > 


oder, wenn man nach Differentialquotienten von z ordnet, die Gleichung 





z d?x ’ d’z 
(a + bm + cm’) Fr + [22 +Öb(m-+ n) + 2cmn) | 
d’z 
+ (a +In-+c n”) dy? = 2 . 


Diese Gleichung verwandelt sich. wenn statt rn und rn die Wurzeln der 
quadratischen Gleichung a + 6m + en’ = 0 eingeführt werden, in die einfa- 


chere: 


c dr, dy, 


Wenn dace—b? = ist, so lassen sich auf diese Weise nıcht mehr zwei neue 
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Veränderliche y, und x, erzielen, weil dann aus der quadratischen Gleichung 


a+ bm+ cm’ = 0 nur ein einziger Werth m hervorgeht. Man schreibe dann 


die Gleichung (1) ın der Gestalt 


„d’z d’z di 
rl a Bir r 
a? de? + 2a 2 dy + — dp 4’, 


und führe statt & die neue Veränderliche x, =x-+my ein. Da dann z als 
Function von Y und a, angenommen wird, so ergiebt sich die neue Gleichung 
d’z 


d’z d’z d?z d’z d’z | 
+ 2a ( ) tm +: u A a 
dr? u a + dx, dy ——n da? +2m dr, dy ” dy” R 





a? 


oder, wenn man nach Differentialquotienten von z ordnet: 


de ds 
dr ıdy dy® 





(a? + 2am + m)“ + 2 (a -+m) = 2: 


was für n = — a ın die einfachere Gleichung 


d’z 


Et: 


übergeht. In dieser Gleichung wird immer nur der eine Differentialquotient 
d’z 
zweiter Ordnung ag: vorkommen, welche Function von y und & man auch als 


neue Veränderliche y, statt y ferner einführen mag. 


Weitere Vereinfachungen werden durch Vertauschen der abhängigen 


Veränderlichen z gegen eine neue u. 2, herbeigeführt, wo u eine bestimmte Func- 


tion von y und x ist. Setzt man z = uz, in die Gleichung 


d’z . ds ‚ dg r 
TR Y: a, + 2:2 = ®, 





so geht dieselbe in 


d’zı du de, _ du dz d’u 


RB. cf e.z) 
Udedy T u de td rar‘ (u de * dy BL 





dz du 
—+ (ty a) + Zuz, — 0 


über, oder. wenn man nach Differentialquotienten von z, ordnet, und zugleich 


mit z theilt, ın: 





u, \ &ı (& Y) dz, Ury - Ur y. tu ): 
(a ) Gt +(% +) ur -; ++ X „r 2 2 = 
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Es lässt sich demnach in der neuen Gleichung durch diese Vertauschung jedesmal 


i 4. dz dz, r \ " 
eine der Grössen Ir Kr und z, zum Verschwinden bringen ; und unter der Be- 
Re ( 

ä dX dY 2 . .. . ü dz, E 

u 8) auc oleiıchz or » - 
dingung 77, j- gelingt es auch, gleichzeitig die beiden Grössen = und 7 
weezuschaffen. 
Die andre Gleichung 


d? y dz dz 





a u (2 = 
dy? dr Z 0 
wird durch dieselbe nee z = uz, in 
d’z, du un (uS dz, du u OR 
= a, Hr Ä lu — z .) Y (v 21) _ 
Tin ya + at Bo + + Zuz, = V 


verwandelt, oder, durch Ordnen nach Differentialquotienten von 2, und durch Divi- 


sıon mit v, ın 


d’z, dz| dz, u, U: „u, 
(3.) „+tA (2; +73 +(2 u € "+r- „+/)a=V0 
' dy de U > U 
dz, 
Die benutzte Transformation kann also hier zwar die Grössen z und z,, niemals 
s dz; ‘|, » 
aber die Grösse 7. aus der Gleichung entfernen, 
dl: 
2 
‚. . d’z dz dz 
) is sel — — 1ı— —b — cz =0 
2. Ess u Eur 
Durch Einführen von z = e”*"*"”.z, erhält man, weil dann zu = e”**+"Y Ist, 
d’z, da, dzı 
( . m— I (mn — am — ).—=ß%. 
(a) - ze +{n— a) +(n ’) a, mn m — bn+c)z, = 
Setzt man aber » = a und m = L, so bleibt die einfachere Gleichung 
eu 
(ag = 0 
a : d’z dz dz 
3. Es seı ‚—- ua -—b-+e.=0. 
dy dx dy 
Setzt man wieder z = e""*"”,z,, so ergiebt sıch 
(B.) »—a- n — b n"— am — bn-+c):, =U, 
(3.) ay? „. +@ } u we, +c)2, 


Bedient man sich aber zur Bestimmung von zn und n der beiden Gleichungen 


2n —b=0 und n"— am—Dbn-+ce=V%, so erhält man 
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d’z, dz, 
(b.) dy® — 1: Fra V, 
d’z a dz b dz cz AT 





4. Es seı nun dady er +yde erry day Ferry: 


Vor Allem setze man x, = ex statt @. Dies giebt 





L£3 1 ( ds b 2) ” 1 "9. FR 0 
a yet) Far en" 


In dieser Gleichung bringe man das letzte Glied zum Verschwinden, indem man 
2 = (2, +Y)”.zı setzt. Die Annahme u = (x, + y)" verwandelt dieselbe in 





db b e 
d’z, n—a dsı n—, dı . nn—N—(a+,)n-+: 
(a.) —— +» —— + ne ne 
dedy 2, +4 de, I,ty ay (2, +%) 


zZ =V. 


b c A 
Bestimmt man aber n durch n (n — 1) — (a + -)n +,= 0, so bleibt in der 


That die einfachere Gleichung 


Br a ds, b da, 
(e.) dz,dy zı+Yy der ty dy 





Für den Fall e = 0 aber, also in der Gleichung 


d’z ads 5bds 0 


‚=ov 


dedy y de y y'y 


zı das zweite Glied. Denn durch u=y 


[7 


tilge man durch Einführen von z = y*. 


gelangt man zu der Gleichung 





(a.) dedy y k dy —. yo Zı — v. 
| 1 dz, 1 da, , 
Man setze weiter y, = 5 also grriz Dies giebt: 
d?z, dz, x 


dx dy, 


Endlich, wenn nicht gerade 4 = ist, welcher Fall auf die Gleichung (a) zurück- 


führt, setze man yy = — by}; dann bleibt: 


d’z, ds ab—c 
ini 2 dns u = aan - 


d’z a dz b dz RB  _ 0. 


3. Es seı weıter dy? — er+y dx er +y "dy » (et + y)° u 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 2] 
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Man bringe hier sogleich das letzte Glied zum Verschwinden, indem man 
2= (ex + y)"z, setzt. Die Annahme u = (ex + y)" giebt: 


= a ‚de, 2n — b de, n(n— 1) — (ae +b)n-+c 
+ | nl. 
er+y "de ex -+y dy (ex + Y) 








(P.) - 


Bestimmt man z durch „(na — 1) — (ae+b)n+c=0, so bleibt: 


d?z, A dx, b dz, 


da? oe +y dv Terty dy =. 


Man vertausche nun, wenn nicht schon e = ist, die Veränderliche y gegen die 


neue y, = ex + y, , Selze also 


dx, _dz dz, dz, dz, d’z, _dz,. 
dy A ’- de a6: dyı ’  dy® 2; dyi 


dies giebt die neue Gleichung 


d’z, a dx, aetb dz, 








ayı Yı de Yı Pre 9, 
Man setze weiter „y = Yy,. Daraus folgt: 
dzı de l „Or 5, „Ps i d’z, 
DT Tan Er 7 Er aus rn 
und man erhält die Gleichung 
d’z, lz, 2ae+2b+-1 ds 
(e.) — da-—- — .— 0, 
dyı dx Ya dya 
de a d b dz,_ ex 
6. Es seı endlich En urn v. 
Durch die Vertauschung von z mit x°z, erhält man 
d’z, a ‚dr; _b de, _ 
dy* x de & m. ;* 
ri _bx 
Setzt man weiter statt y die neue Veränderliche y, = — — z ty, so ist 
dt, _ da, dzı _ dt _b da; on _ Fı 
dy day ? de de ady ’ d? dyi’ 


und man gelangt zu der einfacheren Gleichung 


az a dz, 
dy? x de 


=0. 
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: dz dzı . 
Wird aber noch a@, = x” gesetzt, so kommt man, weil dann = — 20°, ist, zu- 
rück auf die Gleichung 

d’xz, dzı 
(W) an 


FVII. Allgemeines Integral 


der beiden in VI. transformirten Differentialgleichungen. 


Die Integration der Gleichung 





d’z x‘ di ze Z 
dxdy + dx + .“ z == 0 
verlangt ein besonderes Integral z = z,, welches zugleich die Gleichung 
dx . 
(a,.) dy +Az— (0 
befriedigt, sobald man an die Stelle der in dem besondern Integrale z = z, vor- 


kommenden willkürlichen Beständigen « irgend eine Function von & einführt; 


und ein zweites besonderes Integral z = z,, welches der Gleichung 


dz E 
(4,.) e- +Y=V0 





genügt, nachdem die darin vorkommende willkürliche Beständige « mit irgend 


einer Function von % vertauscht worden ist. 


Um aber die Gleichung: 


d’z dx dx 
at ’ = Er PA 
zu integriren, sind zwei besondere u = z, undz = z, nöthig, welche beide 


die Eigenschaft haben, auch die Gleichung 
(2). Xz=0 


zu befriedigen, sobald irgend eine Function von a die Stelle der in diesen beiden 
besondern Integralen z, und z, vorkommenden willkürlichen Beständigen « einnimmt. 

Die linearen Differentialgleichungen mit drei Feränderlichen liefern zwar 
mancherlei besondere Integrale; selbst dann noch, wenn verlangt wird, dass eine 
willkürliche Beständige darin auftrete. Doch nicht jedes derselben hat zugleich 


die Eigenschaft, eine der Gleichungen («,, a, und 8) auf die vorhin angegebene 


21* 
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Weise zu befriedigen. Auf die Bestimmung derartiger besonderer Integrale ist 
alle Schwierigkeit der Integration zurückgeführt. Für die beiden in (VI.) trans- 
fermirten Differentialgleichungen gelangt man übrigens ohne weitern Anstand zu 
solchen besondern Integralen. Es gelingt nämlich jedesmal, die Differentialglei- 
chungen mit drei Veränderlichen so umzuwandeln, dass eine derjenigen Differen- 
tialgleichungen mit nur zwez Veränderlichen zum Vorschein kommt, welche hier 
oben integrirt worden sind, und dass deren besondere Integrale zugleich den andern 
an dieselben gestellten Anforderungen genügen. 


I. Wir betrachten sogleich die allgemeinere Gleichung 


d’z dz 1 — 2 ‚dz 
(e.) , — ka — + —— -—=0. 
dy dx Y dy 
Die besondern Integrale lassen sich hier in der Form z = x” .z, darstellen, wo 


der Exponent zn eine willkürliche Beständige, z, aber eine bestimmte Function 


y._ 
von y}) = Ist. Denn aus dieser Annahme folgt: 
dz m zı 2y dz “ dz; Es +") = gm—l, ( in dz, u ) 
2» Tr — . — R Z— ne er — — nn nz 
dy da, LU dr de, Fu Id AR 17? 
2, 2 2, Pr 
2 _ m (= m; *) = RL a 25") 
— A > — “ 
dy? dat 2° ” N Wr de, 


und deshalb zur Bestimmung von z, die Gleichung 


d’z dz, 
. + _ -— amzı =V. 
2 7 (ax, #1-— b) = 3 
Nun lässt sich aber zn so angeben, dass z, = €" .a genügt. Denn es ist alsdann 
x Zır? 1 
Zır, n 21.° 2np , n(n—I1) 
+ ud ern, 
2%, / z, %, er; 7, a? 
und die Gleichung geht dadurch ın 
n(n — b) 
| 2% NE (n—b) 
(p+ta)pa +(2n+1—b)p+a(n—m)+ „= 0 
über. Daraus folgt p = —.a; und weiter, einmaln =dund m =—1, das 
andremal n=0 und mn=5b—1. Es ergeben sich so die beiden besondern 
Inteorale 
© —(dI h —] BEE — 1x b—-] 
z = eı,01.% und A u 


oder, wenn man Yy statt x, zurück einführt, die beiden: 
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ay? ay? 
= pr sd m-b- _ b—1 
aueh Zub u Me — rt 7 


Aus diesen finden sich aber leicht zwei andere, welche eine willkürliche Bestän- 
dige « enthalten. Denn die Differentialgleichung bleibt unverändert, wenn man 
darın © mit « vertauscht. Jene beiden Functionen z genügen desshalb auch 
dann noch der Differentialgleichung, nachdem darin die Vertauschung geschehen 


ist. Die verlangten besondern Integrale sind also: 


«au? ay? 


O—L 


z= ey? (a—a)?! und z=e(a — x)”. 


Die Gleichung (5) nimmt, je nachdem man das eine oder das andere besondere 


Integral einführt, eine der beiden Formen 


ay? ay' 2 


(?.) da.e = yP.(a— u und 4a.e” (a - (=0, 


an. Beiden wird durch « = x — genügt, wo ı eine verschwindende Grösse ist, 
die mit @ einerlei Zeichen hat; und man gelangt damit zu dem allgemeinen Integrale 
,‚ ay2 + ay? 


eu = 
zuy” Jı ec (u — x)? .pla)da +fı, ee (a — a)" „ab(a)da. 


Vor der Bestimmung der beiden willkürlicken Functionen y und «) führt 
die bestimmte Integration nur für den Fall «= 0 auf eine geschlossene Form. 


Es bleibt dann, wenn man 7 = 0 setzt: 


RUN =y”/, (a — x) p()datf, had ) Ya (a) da, 


oder abkürzend, z= y”.p(x) + ıb(x), als allgemeines Integral der einfacheren 
‚ dz 1-2 dz 
Gleichung en 0 
d’z dz b: 
Wenn 5 = ist, also für die Gleichung 7, mada-,., = 0% (6), behält 


man für das allgemeine or 


ei 


ay? a y- 
2 


—y Si: ee (a — a .pla)da ef, a 2) .ıla)da, 


Die Gleichung (5) hat die Eigenthümlichkeit, auch dann noch unverändert zu 
bleiben, wenn man y gegen y— vertauscht, und wenn ? eine willkürliche Be- 
ständige ist. Dieselbe Vertauschung kann desshalb auch in jedem der beiden 
besondern Integrale der Gleichung geschehen. Deren allgemeines Integral nimmt 


alsdann, ausser den beiden willkürlichen Functionen Y und ab, zwei willkürliche 
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Beständige $ und £, auf. Aber solche willkürliche Beständigen haben im 
allgemeinen Integrale keine weitere Verallgemeinerung zur Folge. Sie vermögen 


vielmehr immer nur die Bestimmung der beiden willkürlichen Functionen $ und 


al zu verändern. 


2. Es seı nun 
i d’x 
(a.) dx dy ED d2. 





Man findet hier besondre Integrale von der Form z = x” .z,, wo m eine 
willkürliche Beständige, und z, eine bestimmte Function von @, = xy ist. Denn 


aus dieser Annahme folgt: 


dz dz, d’xz d’z, 


dx 
rn-+1 ın n 1 
— den Mr © x” — vr Hr i 1 
dy " dr,” 2 (m 1) =) 


zu, dei 


%, dz, 
zn a (« da? + (m+]1)- 1)? 


und deshalb zur Bestimmung von z, die Gleichung 


d’z, 
at (m +1): 


dz, 


— — az, =N(. 
dx, 1 ) 


u — ‚pl x 


Wegen des willkürlichen m darfman z=e" ", x) setzen. Denn daraus ergiebt sich 


Zr, pP n in p p(4n —1) n(n — 1) 
== 2) x, u 2 und z, _ Ar, ” ArıVe, or x? ’ 











.„ 


1 
und jene Gleichung geht In 


j p(An+2m+]1) _n(n-+-m 
tn 


Tr, 


über. Derselben wird durch p = =2Ya genügt, und ausserdem einmal durch 
n=0 undm = —!, das andremal durch n = — m, und m=!,. So entstehen 
die besondern Integrale 


er? Vlaxı) V.x.e+V (azı) 


3 or und zn == 7 
yr j x ’ 


oder, wenn man y statt a, zurück einführt, die beiden: 


er) (axy) e*?) (ar) 
g7 und a Zr 
Va vy 


N 


Man bilde daraus. um auch die Gleichungen (a, und «,) befriedigen zu können, 


zwei andre: 
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cos2Y(-—- axy) 


d „ _ 0082Y(- axy) 
Vx un 2 = Yy . 


Wenn man x mit @— a, und y mit y— a vertauscht, erleidet die Differential- 





” 
no 


gleichung keine Aenderung. Die letztern Formen verwandeln sich auf diese 


Weise in die beiden desondern Integrale 
cos?2] layle — r)] 


= und 


” Vle— x] 2 


c0s2Y[ar(« — Y)] 


Vle —y] ' 








welche, wie verlangt wird, eine willkürliche Beständige enthalten. Die Gleichungen 
(a, und «) zeigen sich, wenn man beziehlich das eine und das andre besondre 


Integral einführt, in den Formen 


sin2y[ey(e — x)] 


(..) Yy 


Aus der erstern folgt « = x, aus der andern « = y, und das allgemeine Integral 
bekommt die Form 


” c0s2Y[ayle— )].  c082Ylarle —yY)l 
= [ est  pla)da + a re bla) da. 


sin? Vlar(e — y)] 
Vx 








== Ö und (a,) = ©, 


Beide Integrationen führen vor der Bestimmung der beiden willkürlichen Func- 


tionen @ und ab, nur für den Fall « = 0 auf eine geschlossene Form. Es bleibt 


a. uam | "ıy(la)da 
a, Va ,) + a, V(« —) 


oder abkürzend, z= p(x) + \b(y), als PR Integral der einfacheren Glei- 


3% 
—(, 


d.r dy 
3. Es seı nun 


(d.) ee PY° En 


dann: 











chung 





Es wird hier der Gleichung wieder durch die Form z= x=”.z, genügt, 
wo m eine willkürliche Beständige, und z, eine bestimmte Function von &, = xy 
st. Zur Bestimmung von z, aber findet hier die Gleichung 

d’e, dz, 
et tmr 1) zu, — 08 == © 
Statt, welche wegen des willkürlichen m durch z,= €": .x} befriedigt wird. Denn 


die beiden Beziehungen 
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u Zır 2 2 a 
up eh, BER 


wo . 2 
»ı 7 nz; Ti 7; 


verwandeln diese Gleichung In 


n(n + m) 
(pP+D)pst+@&n+m+lN)p+n—a+ —=d. 
er. 
Daraus folgenp=—1l,n=V0unddnmn=—a-—]1; odrachp=0,n=a 
und nm = — a. So erhält man die beiden besondern Integrale 
EU Vai Se” Be 70 


oder auch, wenn y an die Stelle von a, zurückversetzt wird, die beiden: 


„ty gem 


d 


und z= Yo 


2 Zt 


Die erste Forın giebt ein besonderes Integral mit einer willkürlichen Be- 
ständigen «, durch Vertauschen von x mit x — a, weil durch diese Vertauschung 


die Differentialgleichung unverändert bleibt. Die Differentialgleichung erleidet 





zwar eine Aenderung, wenn y— aan die Stelle von y tritt; setztman aber z=e”“*.z,, 
wo z, eine Function von y =y— «und & ist, also: 

FE gas. U und 2, — p—aX , dr, a7) 

dy dyı dedy d.rdy, dy, 


so bleibt die ursprüngliche Form 


az, dz, 
dady Ir ay, ar 


—/A 


Da dieser nun z, = yı genügt, so ergiebt sich z= e””*.y7}, und die beiden ver- 


langten besondern Integrale sind: 


(A 


ya I ae” und z ".(a—y)". 


« 


Die Gleichungen (a, und «,) zeigen sich, wenn man beziehlich das eine und das 


andre besondre Integral einführt, unter den Formen 
Fe a — X)” —® («,) und ce" ia — we. —=ß(. (a3). 


Die erste wird durch «= a befriedigt, so lange a<0 ist; die andre durcha=y, 


so lange a+1>0 ıst. Man gelangt demnach zu dem allgemeinen Integrale 


o =/, (@ u 7 ale Sp («) de (a 4 0) 


+S. ea — yJrb(a)de (a+1>0). 
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In dem erstern Theile führt die bestimmte Integration noch vor der Be- 
stimmung der willkürlichen Function g auf eine geschlossene Form, wenn a+1 


v(a—T) 


eine positive ganze Zahl ıst. Man entwickele dann e nach Potenzen von 


y(a— x), welches 


“r . 
z f, ((« — .)+ 2 (a— 2)” + f 3° CE) a ER ) pe) da 





giebt. Setzt man, abkürzend: 


Sl — ı) "'pl(a)de = px) (a0), 


so findet auch die Beziehung 


J. (« — a)" gpla)de= afyp(x) dx (a0), 


Statt, weil man durch beiderseitiges Differentiiren nach x auf die vorige zurück- 


kommt. Eben so lassen sich nach und nach noch andre Beziehungen bilden, und 


sıe verwandeln jene Entwicklung in 


a a a—] ; 
z=gy(a) + IySp)detT a YySIp (a) dar +... : 
welche Reihe in der That für ein positives ganzzahliges «+ 1 abbricht. 
Der zweite Theil des allgemeinen Integrals, nämlich: 
—uuu”, \; ee dr), (« — y)”. bb (a)de (a+1>0) 


führt auf demselben Wege zu der Entwicklung 


5 a+1 a+lar2 
u", (by) +7-2./U(ly)Jay+ 7 37 SS by)dy’+..) 


welche für ein negatives ganzzahliges @ abbricht. Diese Entwicklung lässt sich 
auch aus der erstern ableiten, wenn man x mity, yYmit—a, amt—a—1 
vertauscht, und wenn man ausserdem mit e””’ multiplicirt. 

Wir setzen noch die Gleichung 


d’z a dz b dz 


(e.) day ary a arg. 





Hier finden besondre Integrale in der Form z= x&”.z Statt, wo zn wieder 
eine willkürliche Beständige, z, aber eine bestimmte Function von x, = . ist, 


Denn aus dieser Annahme folgt: 
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dz dz dz dz, Y % dz 
un 1 ni: 4 © l 
— m gm-l — m rn ) — vd"! (-x — zZ ) 
dy "dx, ß dx " de, x° x » ı de, + mz, 
d’z 2 de, y_m-—1 =) 
— — ce — —— u a. 
dedy da, = 2 da, 





d’z dz 

m—?2 rn L 

== x — 1,7 +(m — 1) — 
ı ( v dı? ( ) dx, ’ 


und deshalb zur Bestimmung von z, die Gleichung 


l’z de dz da 
(+1) (le: ze — (m—1): pe a( u mz,) 5 — =. 
1 


_ X, — 
dı, dr, dt, 


Wegen des willkürlichen m wird derselben durch z,=x; genügt. Denn setzt man 


Zır n Ban nn — 1) 
m = — mi — m ; 
| TC u Ti 


hinein, so geht die Gleichung in 


(n — m + b)n In: 





PFOREER ui _— — () 

(n— a)(n— m) + po 
über, und daraus folst n = a, undm =a+b. Es ergıiebt sich also das besondere 
Integral z = a"*.x,* = a°y“. Die Differentialgleichung bleibt unverändert, wenn 
man vw mit © = a, und zugleich y mit y-+« vertaucht. Dieselben Vertauschun- 


h { A ” .. . . 
gen verwandeln das besondere Integral z = x” y“ ın ein anderes, nämlich in 


„= (a— x) (a -+ Y), 
welches der Anforderung gemäss eine willkürliche Beständige «& enthält. 
Die Gleichungen (a, und «,) sind alsdann: 


l l 
(a,). az. [- er +Y == © und a,).  b2. (— + FE == 9, 


oder auch, wenn noch der Werth von z eingeführt wird: 


ala — rl. (le + y) ba — )’.(e + y)® Pr 


\ —= U } == 9, 
(a,). = ( und (a,) Pr 0 
Die erstere wird durch « = & befriedigt, so lange 4+1>0, die andere durch 
a = — y, so lange a +10 ıst. Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in 
der Form 

= b a / En \ 
z=/ («— 2a +Y)°.yla)da (+1>0) 
u 


+f, (« + lc — y)°, Ula)de (a-+ 1>0) 
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Die bestirnrnte Integration lässt sich in dem einen Theile jedesmal noch 
vor der Bestimmung der willkürlichen Function in geschlossener Form ausführen, 
wenn a+l oder 4+1 eine positive oder auch wenn a oder 5 eine negative 
ganze Zahl ist. Denn der erste Theil giebt, wenn man (a+y)” = (a — a +x+y)° 


nach fallenden Potenzen von x + y entwickelt, die Reihe 


a (ea)! aa-I (a+a)*: 
: ref, (e-2)+, a Ta tr ) Ho)de 


(+1 NV). 





Setzt man darin, abkürzend,, 
S« — z)’ yla)de = y(x) (+10), 
so erhält man Aueh beiderseitiges Integriren den Ausdruck 
Sie I". yla)de = (b +1) Sya)da b+1>0). 


Durch fortgesetztes Integriren ergeben sich noch andere Beziehungen. Sie geben 


die Reihen - Entwicklung 


b+1) l 
z == (a +y)’ (a) 2 T+y I )dx 
ab+N (a— Ne -+ 2) 1 
Dame onen _— "man Cry SS y(a )dar — en ), 


welche in der That abbricht, wenn @+ 1 eine positive, oder b eine negative ganze 
Zahl ıst. Es bildet sich daraus, durch gegenseiliges Vertauschen von x und y und 


von a und Ö, für den zweiten Theil des allgemeinen Integrals die Entwicklung 


_—. 1 


: = (a + y’(dy) a Syo)dy 
Sat (b—1)(a+ 2) 1 f 
u ur = ‘ GrBuh U (y)dy’ — nn ) . 


welche abbricht, wenn 4+1 eine positive, oder @ eine negative ganze Zahl ist. 


VIII. Transformation der Gleichungen 


de: d?z d’x d’z az d’? 
a te er Andy ı 9 ats day ® dy? 








dx dz dz 
+ + = +, ay + = 0, und 
d?x dz d?x d’z [x3 d’z 
at at yet ray tt a 
1 ( dz z dz cz 
u == ©, 
eu +eıT te 4 dw +6, art b, 17) ki (ew + e&ı 7 + €)” 


22 * 
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1. Die Gleichung 


Eu 
a rd du de“ “ dw dy ’ tl dedy 2 di 
ın welcher a, 5»... g irgend Beständige sind, Z aber von Differentialquotienten 


zweiter Ordnung frei ist, lässt bemerkenswerthe Vereinfachungen zu, wenn man 
an die Stelle der unabhängigen Veränderlichen y, x und » die neuen y,, ©, und 
a, einführt, welche Functionen der vorigen sein sollen. Setzt man zunächst an 
die Stelle von y und x die neuen Veränderlichen „= x + qyunddz, =x+py, 
so lassen sich bekanntlich, wenn nicht gerade deg — f* = ist, die Beständigen 


d’z d’z 
p und q so angeben, dass die Glieder re und day? wegfallen und also eine Glei- 


chung wie 


. d’z N d’z dr em d’z Z 
tt da Fady dan 
d’z R \ ’ 
zurückbleibt. Mit Hülfe des Gliedes a lassen sich noch die beiden andern 


Differentialquotienten zweiter Ordnung wegschaffen, in welchen die Veränder- 
lichen y, und x, vorkommen, indem man an die Stelle von » die neue Veränder- 
liche ®&, = w+ na, + n,y, setzt. Denn die Annahme, dass z eine Function von 


Yı, x und w, sei, verwandelt jene Gleichung zunächst in: 


d’z d’z d’z 
’ dw? +6 (7 + dw ir) ”. (nat u 


dz d?z d’z d’z 


+nn, dw: +n, are aut —Z,, 


oder, wenn man nach Differentialquotianten von z ordnet, in 


3. u 3 d’z d’z 


i . d < dz r 
(a+bn-+ en, + nn,) + (b-+n,) rn. n) du + = Z.. 


dx,dyı 
Bestimmt man aber die Grössen n und n, usd+n, =0unde+n=(, so 
bleibt die einfachere Form 


d?z 2 
4 u. 2. 


(a — be) dw? "a 


Wenn nun zwar deg — f? = 0 ist, aber nicht zugleich auch die beiden 


Gleichungen dag — c* = V und dae—b’ = 0 Statt finden, so lässt sıch auf dem- 


selben Wege immer wieder zu einer ähnlichen Forın gelangen, indem man zu- 


d’z d?z En —a . 
di durch Einführen der neuen Verän derlicheny, =w+gy 


nächst die Glieder 7, „sund 








£' 
s 
i 
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d?z d?z ps 


und », =w-+ny, oder die Glieder IR und 73 durch Einführen der neuen 
1 TC 
Veränderlichen &, = ®+ px und ®&, = w+nx zum Verschwinden bringt. 


Wenn aber gleichzeitig deg — f?= 0, dag — € = 0 und dae — % = 0) ist, so 
lässt sich die Gleichung (1.) auch in der Form 








,„d’z d’z = % d’z — d’z 
+ er + unten s — 
schreiben. Man nehme hier statt x und » die neuen Veränderlichen &, = + py 


und @, = w+ny an, Dies giebt die neue Gleichung 











a 2 0 } En rl d’z a ( d’z dz 2 
Zr = TER de, Fran aa tr dw,dz,  dw,dy 
d’z d’z d?z Rz d’z „d?z 
+25 (n d,de, P dar" drıdy + Fa re Dr 
d’z d?x d?z an ri 
+2n u +2p ur +5 zn de 
oder auch, wenn man nach Differentialquotienten von z ordnet: 
 «. d’z a „d?z 
(a? +2an +) S | „+ 2lab +ap+Innp) eg + & +2bp +p?) FR 
1 
d’z d’xz 
ar trat; 
welche Gleichung für a+n = 0 undd+p = 0 in die einfachere 
d’z 
" — 
d’z 
übergeht. Diese Form zz Z nımmt immer nur den einzigen Differentialquo- 


d’z 
tienten zweiter Ordnung Zy auf, wenn man an die Stelle von y irgend eine Func- 


tion von Y, x und w als neue Veränderliche y, einführt. Auch kann man weiter 
statt © und w irgend zwei Functionen dieser beiden Veränderlichen einführen, 
ohne dadurch noch andre Differentialquotienten zweiter Ordnung zum Vorschein 
zu bringen. Diese letztere Transformation ist ausserdem geeignet, die Differen- 
tialgleichung 


d’z = dz 
dp + — ei 2 +7; „r2= 
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ul eine andre mit nur drei Veränderlichen zurückzuführen, wenn der Quotient 
’V:A von y frei ist. Denn stellt man sich z als Function von y, x und w,. 


und w, selbst als Function von x und w vor, so geht die Glelchung ın 


dx . dv . dw,\ de dz dx 
(97 -+A ') —+X —-+ / —-+Z=0 
dy? dw dzr/ dw, " dx } dıy Z 
über. Bestimmt man aber die Function w, aus IV dx — Xdw = Ö, so bleibt ın 
der That: 
"0 De -- .dz 
-;+A -- +17 — +2: =0 
dy dx dy 
wo nur die drei Veränderlichen z, y und & sich zeigen. 
r . ° = o ’ d?z rs . . a) ne 
Wenn man ın die Gleichune = statt v irgend eine Function von 
o IX e a ” 


yv und a als neue Veränderliche y,, und an die Stelle von & irgend eine Function 

von © und w als neue Veränderliche x, einführt, so erhält man jedesmal wieder 

n Y - d’: r . } 4 eprp . . . 

eine Gleichung day, pm welcher Z, von Differentialquotienten zweiter 
wo. 

Ordnung frei ist, 


a EN d’z d’z } . 
Aber auch ın die Gleichung — + —— = Z lassen sich noch andre Func- 
o dw dady 


tionen von Y, @ und w an die Stelle dieser Veränderlichen bringen, ohne dass 
dieselbe in Bezug auf das Vorkommen der Differentialquotienten zweiter Ord- 


nung eine Aenderung erlitte. Bedient man sich der neuen Veränderlichen 
Y=Zge+gqga+y ,„ m=pw+a+py „ m=nmw+HnacHtny; 


so sind schon fünf von den vorkommenden sieben Beständigen zu der erwähnten 
Transformation ausreichend, so dass die zwei übrigen willkürlich bleiben. Denn 
die Annahme, dass z eine Funetion von Y,, x, und w, sei, verwandelt jene Glei- 


chung ın: 





‚ea „,_d2 nn dx 4-2 WRE... 200 az 
” cher * “NP Aw,de, dw, dy, bu da? 2 dzıdyı 7 dyı 
d’z i d?z d: d’z 
+ nn, ho? + (np +n ) Du.die, +(n, + nygı) dw, dyı +pı da? 


1 d’z | d’z u 
+(p19ı +1) da dyı +9 ap 


oder, wenn nach Differentialquotienten von z geordnet wird, ın: 
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Is d’z Pz 
(n"’+n,n n,) — = a+(2np+np, +n, 257 2 * (Zny + n, + n,4) ee 
+(p? E > za Be 
P +Pı) 7 3+ @pg +pı +1), dy Fa ur = 4. 


Man bestimme p, und q, aus p’ + p, = 0, und P+q9 =, welches 


. Pz d?z 
(n’-+n,n;) dw „+ (2np— np? +Fn x 5 + ang + — 27°) Zendy, 
d’z 
+(p9 au Ei =4 


giebt. Man bestimme weiter z, und z, aus Znp—n,p’+n,;=0 und ng tn ng =, 


nehme also (py — 1)n, = 2ngy und (»py— 1), = 2np an. Dadurch gelangt 





man zu der Gleichung 
n® d’z d’z Z, 


—1, + - = — 
(pg—D’ du dırıdy, (7g +1)? 





Man nehme endlich noch n = pg — Lan; dann bleibt: 


Pr ER Bi > 
(«.) dw; de,dyı (pg + 1)? 


zurück. Die neuen Veränderlichen aber sınd alsdann: 
yzgw— fity,„n=pwe ta—py,m=(pg—D)w+ 290% +2py. 


Nachdem die Gleichung 


d’z d’z d’z , d’z 
+ + ’ um 
(1.) tt a7 + gt 





in Bezug auf das Vorkommen der Differentialquotienten zweiter Ordnung mÖög- 
lichst vereinfacht worden ıst, bediene man sich weiter derjenigen Vertauschungen 
der unabhängigen Veränderlichen, welche keine Aenderung mehr in diesem Vor- 
kommen zur Folge haben, um dadurch auch die in Z vorkommenden Glieder zu 
vereinfachen. Ausserdem aber lässt sich in dieser Absicht auch die abhängige 
Veränderliche = gegen eine andere z, vertauschen. Man setze dann z = uz,, wo 
u eine bestimmte Function von y, x und w ist. 


0) F . d’z d’z dz / dz ) dz 
a. .s seı nun der * ray —ı zu Cl dy +/2 = 


‚mwtpitgy „ 


Durch z= e ‚z, erhält man zunächst: 
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di, ds, da, =. = 
tat ana) ward) Gr -9% 


+ (n+pg—an-— bp—eg +), =d. 


Bestimmt man aber die Exponenten n, p und g aus g—b, p—c =0 und 


n?+-pg—an—bp—cg+f=0, so bleibt die einfachere Gleichung 


( N a d’zı dz, N 
u dw Flzdy u 

. . d’s dz dz dz 
3. Es seı a ob Ze yrR =. 


Man setze wieder z = e””*?"*%;z,. Dies giebt zunächst: 











hu 1 nu RR FRE NE... a u 
u (g—b) = +(p— ec) u trg—an— p—cg+f)a=Vd. 
Die Exponenten z, p und g werden au g—b=0, p—c=0 und yg —an 

w 
— bp—cqg+f= 0 bestimmt. Man setze ausserdem » = — 7; dann bleibt: 
d’z, „Bi N 
— dw 
d?’z d’s 1 dz dz cz 
4. Es sel = dr ardy fo + ge +y a + 6 u. za 0. 


Um die Veränderlichen y und x aus den Coefficienten dieser Gleichung 


wegzuschaffen, setze man statt y, x und w die neuen Veränderlichen 
ee "SE a ic ö nn; 
yıZgegae+y „ m =pw+tapy ,;„ m=(pg1)w+ 24% + 2py. 


Die Annahme, dass z eine Function von Y,. x, und w, sei, giebt 


BL gb_ da, de 
dy Pam Pant dy, 
dz ds dz dz 
Ei En BA ©... 
de 2g dw, da, 1 dy, ' 
dz dz dz 


= 


ar -Dactrn Ft Tayı 


und man gelangt zu der neuen Gleichung 
d’x d’z e2 


. ER eu 2 . 
dw? ” dae,dy,_ (g+-D’(fw+ gr + y) 


ds 
(apg — 1) +2g + 2cp) „, + (ap tb — cp?) pe ur +0, 





Eu (ga tN’(futgr+y) — =0. (e) 
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=1 
1 


Lässt man aber die identische Gleichung 
(rg —-Dw+29x+2py = 2p(fw+ga+y) 
bestehen , bestimmt also p und gaupqg—1l= 2/p und g=gp, 50 Ist 


2p(fa + ge +Y) = w„ und man gelangt zu der einfacheren Gleichung 


d’z . d’z ak bike dk 0 
— + —— 11-4 el), 
dw,” dr. dy, w; dw, W ıdr, W; dyı w? 
Man bringe deren letztes Glied zum Verschwinden, indem man z = w,”z, 


setzt. Dadurch ergiebt sich zunächst: 


2 de, _2n—a dk; 


dw,” ” da, dy, " n, dw, 


b da, ce dd, nn—1I)—an-+e 
Se er mm 
w, da, w, dyı w, 


Bestimmt man aber zn aus n(n — 1) — an+e=V. so bleibt: 


d’z, d’z, a da, b da, ce da, 


£. a u u  — ©. 
( ) dw,” dxdy, w, dw, w, dr, w, dy, 
Die Coefficienten der Gleichung (4.) lassen sich nicht mehr von den Ver- 
änderlichen y und x befreien, wenn g=— f? ist, Denn dann geben die oben 
l 


benutzten Vertauschungen die Werthe p = 7 und g=/f. Für diese Werthe 


von » und 7 aber stellen die neuen Veränderlichen y,, x, und w, eine und dieselbe 
Function von Y, & und ® dar. Man nehme dann statt y und w die neuen Ver- 
änderlichen y, = f» — x +y und w, = — w+2/r an. Dies giebt, wenn die 


Werthep =V und 43 = f in (a) eingeführt werden, die neue Gleichung 


” d’z d’z a ds bi: cds & 
(4 .) ni a nn er — —e. - un „ad. 
dw,” dadyı Yı dw, yı de yı dy, 9ı 


Um hier den Coefficienten a zu tilgen, setze man weiter statt x und « die neuen 





Veränderlichen ©, = pw, +2 — p’yı und @, = — w, + 2pyı also: 
dz 2 dz r dz . dz dz _ de dz _ da .u dz 
dy, p do, ! de A, ° dr er ° dw, din, dan  ? 


Dies giebt die neue Gleichung 


d’z dz a—2p dd aprb—op? ad cd e 


_ —— — m ———— .— nz =—— = 
(=) du.” dray, yı dw, Yı ds, yı dy, 9“ 


3estimmt man aber p aus a— 2cp = Ö, so bleibt: 


% 
d’z d’z b zZ ce ds 9 % 
— + ———— | —— gu  — $ — TEE Tg — 
dw? daıdyy Yyı dr Yı dyı Yı° 
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Um auch den Coefficienten 5 wegzuschaffen , setze man z = Yı'zı. Dies giebt: 


d’z, d’z c dz bee _g 
dur dx, dyı %ı dy, Yyı? u . 
q . 
n— A - und es bleibt 
V-—e 


d’z, d’z, “w. de, bo me 
dw,? F ar,dys Ya dy; ey; 


Endlich setze man noch ,=y —c.a, und y, 





(d.) z, 0, 


Der Coefficient @ der Gleichung (4‘.) kann nicht mehr zum Verschwinden ge- 


bracht werden. wenn dort c = ist. Man schaffe dann sogleich den Coefficien- 


- h a o . 
ten Ö weg. indem man z = Yı z, setzt. Dies giebt: 
d’z, dz, a dx, ex, 0 
(e). + el. 
dw dxdy, y, dw, yı 


>. Es seı weiter 


d’z [i (« dz / dz z) ez 0 
— —la—+b —+c - u — =, 
dedy fo+gr+y dw v ur dy ” (fw + ger + y)” 





Man bringe vor Allem das letzte Glied zum Verschwinden, indem man 


= (fw + gx + y)”zı setzt. Dadurch ergiebt sich zunächst: 


d’z, 1 de de 
er l ne : -— gn >) 
de de  Sorgc+ty (a9 — ni ne = + (e ) - 


gnin — Y—(af+bg+rein+te 0 
(fu + ge +y)” 


Bestimmt man aber n aus gn(n — 1) — (af +bg+ce)n+e=0, so bleibt: 


U’ 1 „® dz dz 
u en rbb Z+0—)=0. 


dady fuorgr-+y Eio dx dy 





Statt y und x setze man die neuen Veränderlichen y, = gw+y undxz, =pw + x. | 


Dadurch erhält man die Ausdrücke 


dz, dz, dz, dz, dz, dz, dz, dz, 
== - m, —t—_"4p—+G 
dw dw u; dr, / 





dy dy ° de dr, 


und die Gleichung verwandelt sich in 


d’z, 1 («‘ lz n) 
un ne nn ) —I=0. 
dedy (f—- ep — Ju + gr, + Yı = >. (ap ” Ar = +(ag+ c) dy, 


Die Beständigen p und g bestimme man aus p+b=0 undf-p=y=0. 


Dies ciebt die einfachere Gleichung 
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(5°.) dr 0a da ce da 
ai; daıdyı gar +Yı gu gr ty, dy 





—— 





[3 w . 
Man seize endlich a, = ga, und w, = — =; so bleibt: 
d’z, 1 ds, 0 da, 
(N) ran 

da, dyı 2, +Yı \dw, 8 dyı 
nEr ei ® Tr .. . 14 
Für den Fall g= 0 nehmen wir die neuen Veränderlichen Y, = -— 
ı 

| a, = - in die Gleichung (5'.) auf, und gel MILE WEIN... DER. Z.... 

und @, = _ In die Gleichung (5°.) auf, und gelangen, weil dann ? ist, 


dyı Yı dy 

zu der Gleichung 
d’z, 1 dız, 2, 
—ıi +. ın,-o_ 
(8.) dzıdy 9%, dw, +y dy, 0. 
Wenn aber, ausser g=, auch af/+ c = ıst, so kann durch die Vertauschung 
von z mit (fo +Y)".z, das letzte Glied der Gleichung (5) nicht mehr zum Ver- 


schwinden gebracht werden. Man setze dann sogleich statt y und x die neuen Verän- 


derlichen „=je+yudsy =— 7 +2, welches nz ut 

a e : w dz e di 
giebt. Man setze noch y,=,- und w,=-; dann bleibt, weil alsdann —- =—-;* —— 
{ Yı a dyı  Yi dyı 


ist, die Gleichung 
d’x 1 d 


6. Es seı endlich 
OR I RE RD FR 
dadıy wdw wdr wdy w 


Durch die Vertauschung von z mit w“.z, erhält man 


sı a da b dz, ce da; 











dedy w dw wdaz wdy 
a hy j cw 
Nimmt man weiter statt Y und x die neuen Veränderlichen y, = — „ty und 
bw az oo 
x =— +» an, so bleibt die einfachere Gleichung 
d’z, a dz, 0 
daıdyı w dw 
Setzt ber noch w, = - k t reil d En 
etzt man aber noch @ı = — 5,» so kommt man, weil dann u = — aan, 5 
zurück auf die Gleichung 
d’z, dz 
(b.) —- + ——f), 
dx,dy, dw, 


23* 
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JA. Allgemeines Integral 
der beiden in (FI) transformirten Differentialgleichungen. 


Wir geben dem zweiten Integrale der linearen Differentialgleichung mit 


eser Veränderlichen z, y, & und w die Form 
a, a, 
ze), z, de +/, zude, 
ı m. u" 


wo z, und z, Functionen von y, x, ® und einer willkürlichen Beständigen «a, und 


von solcher Beschaffenheit sind, dass jedes der beiden bestimmten Integrale 


7 An & m “ ® . e Pr . r = .. 
f" z,da und / z,da eine willkürliche Function zweier veränderlichen Grössen 
” “ dan 

ausdrückt. Wir nehmen deshalb an, dass z, eine willkürliche Function von « 
und einer veränderlichen Grösse ?,, und z, eine willkürliche Function von « und 
einer veränderlichen Grösse 5, enthalte; und stellen uns die beiden Integrations- 
grenzen a, und a, als bestimmte Functionen von y. x und w vor, während die 


Integralionsgrenzen «a, und a, von den Veränderlichen unabhängig sind. Unter 

diesen Annahmen drückt aber das bestimmte Integral / "z,da eine willkürliche 
Ja, 

von 3, und «a,, und das bestimmte Integral / ” z,da eine willkürliche Function 

von 5, und «a, aus. 

Indessen sind die Grössen 2, und 3, und die veränderlichen Grenzen «, 
und @,. noch einer besondern Rücksicht unterworfen. Denn es kann kommen, 
dass das bestimmte Inteoral / " z,da, obschon z, eine willkürliche Function p(},,«) 

u u dj 
aufnimmt, und obschon die Integrationsgrenze a, von den Veränderlichen abhän- 
gig ist, dennoch nicht eine willkürliche Function zweier veränderlicher Grössen 
ausdrückt. Wenn nämlich 5, in eine bestimmte Function von « und «a, über- 
geht, also A, = yı(a, a) ist, so lässt sich statt g(?,,«a) offenbar auch (a, ,«) 
P " ’@y 2 ° . E F 
schreiben. Das bestimmte Integral /"”z,da drückt dann nur eine willkürliche 
Function einer veränderlichen Grösse a, aus, weil das einfachere bestimmte Inte- 
gral / "p(a,,a)da jedenfalls auf eine Form p(a,) führt. Man muss demnach 


zusehen, dass /, nicht eine bestimmte Function des veränderlichen Grenzwerths 
a, und von a sei; in welchem Falle durch die Elimination einer der Veränderli- 
chen y, x und w mittels a, gleichzeitig die beiden andern Veränderlichen aus 


3 verschwinden. Aus demselben Grunde darf £, nicht in eine bestirnmte Func- 


tion von a, und von & übergehen. 
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Um die Grössen z, und z,, und die veränderlichen Grenzen «a, und a, zu 


bestimmen, beachte man vor Allem, dass jedes der beiden bestimmten Integrale 


5 z,da und / “ 2,da für sich der Differentialgleichung genugthun muss. Damit sie 
er. 


durch das bestinmte Integral / z,da befriedigt werde , soll ihr das unbestimmte 
a, " 


Integral z = fz,da Genüge leisten; und zwar ebensowohl für den beständigen 
Grenzwerth « = a,, als für den veränderlichen & = «,.. Durch Differentiation 


bilde man aus dem unbestimmten Integrale z = f2,d« die Formen 


G_ fd ,.. 
a? 


a Z da, / a dz, de Ge de 
dy” pr dy? da +2 dy dy ” de („)+: 


dr _ Ari . Ga de dz, de ds de de _ d’e 
dzdy FT m de‘ de dy' de de dy * "1 dedz 


= y 


dıdy 
dz d’z ö u 
.5. W. Indem man diese Werthe von z, FÜR ass in die vorliegende Differential- 
a setzt, gelangt man zu den Gleichungen, aus welchen die Unbekannten 
z, und «, hervorgehen. 

Nimmt man « zunächst als Beständige an, so bleiben nur die unter dem 
Integralzeichen vorkommenden Glieder. Daraus folgt, dass z, und z, besondre 
Integrale der Differentialgleichung sind. Was die ın (VII) transformirten Diffe- 
rentialgleichungen betrifft, so gelingt es jedesmal, dieselben so umzuwandeln, 
dass eine von den linearen Differentialgleichungen mit drei, oder auch mit nur 
zwei Veränderlichen, zum Vorschein kommt, deren allgemeines Integral im Frü- 
heren entwickelt wurde. Aus einer solchen Differentialgleichung erhält man 
dann ohne Weiteres die verlangten besondern Integrale. 

Wenn aber « als Function der Veränderlichen angenommen wird, so 
bleiben ausserdem die vom Integralzeichen befreiten Glieder zurück, und liefern, 


nachdem man das vorher gefundene besondre Integralz = z, eingeführt hat, eine 


weitere Gleichung zur Herleitung des veränderlichen Grenzwerths «, von«. Die 


j j : ; i 2 dz dz dz ds 
vom Integralzeichen befreiten Glieder führen immer eine der Grössen do ’ da’ dy? de 


und z als Factor mit sich. Da aber z eine willkürliche Function von /, und « 
einschliesst, so zerfällt jene Gleichung jedesmal in drei andere, deren jede ein- 
zeln befriedigt werden muss. Zunächst nämlich ınuss der gemeinsame Factor von 


dz 4 ” . . 
r- für sich verschwinden. Der Rest der Gleichung zerfällt in zwei andere, wenn 
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man eine der Veränderlichen Yy, x und w mittels $# = f, aus dem besondern 


ds dz 


TE en ds 
Integrale z eliminirt, oder statt eines der Differentialquotienten dd den 
dz 


neuen OQuotienten 73 einführt. Denn alsdann muss auch der gemeinsame Fac- 
3 
dz 


tor von 75 für sich verschwinden. Es sind aber, um diese Untersuchung weiter 


zu verfolgen, zwei Formen der Differentialgleichung zu unterscheiden. Die erste 
Form 
2x z x z 
d?2 > d . dx ‚d 


dxdy + A +AÄ- 2 +J dy +/:=V0 


giebt zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe « die Gleichung 


(a) — +-/V +-Ä +-/ — 


dz de dx da dz da de de . de , da . 
dy de” de dy* de dx dy >. dx dy dw da =) . 


dz . 
Man setze vor Allem den Factor 7- gleich Null. Der so entstehenden Gleichung 


da 
d« da ” . m de # i 2 : , 
-—— — 0 lässt sich auf zweifache Weise genügen: einmal nämlich, indem man 
dr dy Oo e 
ce als blosse Function von & und w voraussetzt, das andremal, indem man « nur 


i End i E da 
die Veränderlichen y und ® aufnehmen lässt. Die erste Annahme —- u = = () ver- 


wandelt die Gleichung («) ın 





. . da de 
(«.) War +) et; 
d : . Kan 
die andre z —= 0) führt auf die einfachere Gleichung 
‚dd lz ' 
() W:+(7+Y2):, = 0. 
dw de dy 


Nun ist aus dem Früheren bekannt, dass das aligemeine Integral der Gleı- 
chung 
d’z ® a . — 


für den Fall 77 = 0 die beiden willkürlichen Kaya plz, w) und ab(y, w) 
enthält. Wenn man voraussetzt, dass auch die vorliegende allgemeine Diferen- 
tialgleichung die beiden willkürlichen Functionen y(x, ®) und ab(y, ®) in ihr all- 


gemeines Integral aufnehme, so ist man zu der weitern Annahme genöthigt, dass 


Pı in dem einen besondern Integrale z = z, blosse Function von & und w, und ß, 

in dem andern besondern Integrale z = z, blosse Function von 4 und w sei, dass 
de 

ausserdem jenes erste besondere Integral für nm 0, also in der Gleichung («,), 
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de 
und das andre besondere Integral für 1 = P, also in der Gleichung («,) ange- 
2 d?, 
wandt werden müsse. W egen Fi — 0 verschwindet aber alsdann von selbst die 
dz d?. .. 
Grösse aus der ersten, und wegen — _0 auch aus der andern Gleichune. 
dß dc dv 


Zur weitern Bestimmung der veränderlichen Grenzen «, und «, bleibt deshalb 
beziehlich nur die Gleichung (c,) und die Gleichung («3) zurück. 


Die andre Form 








d’z d?x „ dz dz 
wt’rrt Me +x2+Y7 „+4=0 
liefert zur Bestimmung der veränderlichen RE a die Gleichung 
dz de dz de dx en. ZI (2) + da da 
ara nt re Ay 
d’c« = ve „de da 
. (ati Ixdw +A u. +? 2) =V0. (?.) 


dz i 
Man lasse den gemeinsamen Factor von > verschwinden, und setze also 


dw +7 m”. (Pı-) 


=) da ‚da 
dv dı y 


Man führe sogleich statt & die neue Veränderliche PB ın das besondere Integral z 


ein und verwandele dadurch die er: (3) ın 





dz da dx Rn d? de PR. - de d? da 
— — — e- +.) 
dw dw‘ dy d dw dw + dz dx dy 
d’a da = er. y E 
lie (+ rar +Az I er (Pr«) 
dx 
wo aber der gemeinsame Factor von 23 für sich verschwinden muss. 
E ’ 2z x . 
1. Esseı nun dr .* ar N. (P). 


Man setze das besondre Integral z = e“.z,, wo z eine noch zubestimmende 
Function vn x, =—aw+x und w, a aber eine willkürliche Beständige ist. 


Aus dieser Annahme folgt: 





dz dz dz, dz, d’z dz, 
RT Ten ) ’ == ae. — 
dy dw dw d.r, dady dr, ’ 
dz, 
und die Gleichung geht in die einfachere Fr —= (0 über, welche jedesmal genügen 


wird, wenn die Veränderliche ® in z, nicht vorkommt, also z, eine willkürliche, 


Function von «x, ist. Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths « hat man, 
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de u r ni ae ’ 
ausser ,, = 0, wenn man sogleich den obigen Werth z = e”.z, einführt, die 
üN 
Gleichung (= de 
= ey „ .. 
e. 2 + er Bm V. (ec) 
. Tr . 
Derselben wird durch — aw + x = x, = 0, oder auch durch « = „genügt. Denn 
Be 2.4 ‚de de 
durch Differentiation von — aw-#+x = OÖ erhält man w m = 1 undw u 


Wegen der Symmetrie der Differentialgleichung In Bezug auf x und Y erhält 
man den andern Theil des allgemeinen Integrals durch gegenseitiges Vertauschen 
dieser beiden Veränderlichen. Das allgemeine Integral ist demnach: 


r 


Yy 
— fer. (aw —x „ a)de +f"e®. U (law -.. a)da. 
« a e ” 

l 


rn 


ds ı ds 
2 n Ar - vr — ud \ 


Man setze das besondre Integral z = y”.z,, worin z, eine noch zu bestim- 


mende Function von v. und 2, = — do + x ıst. Daraus folet: 
Y» ' Q 
d2 Ü z,) dz = dz, d Pe d’z, & = 
ze ı —_—_ — —- uY" — - — ee 
dy y dy ' y dw  ' u dx,dy + dx,/ 
und die obige Differentialgleichung geht ın die einfachere 
Az, 
da,dy 


über. für welche früher 
ax 
'c0os2yY[y(#— x,)] | 
gm p(A)dB 


ry b, } (— 7.) 


gefunden wurde. Man erhält dadurch eın besonderes Integral mit einer wıllkür- 
lichen Function der veränderliehen Grösse ?, = x, , in Form eines bestimmten 


Integral. Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths «a findet. ausser 
dla 


a“ 0, wenn man sogleich z = y”.z, einführt, die Gleichung 
, | 
dz, ‚da de da 
Pe Det 3 ‚a—l ee b 
y° > retten) >. (&:) 
” X ner 
Statt. Man setze wieder -ao+ x =n,=(,odra=__. Für x, =0 aber 


geht die Gleichung (a,) ın 


K sın2y(yP): PC, )dB = 


x 


über. Das bestimmte Integral z ef” z(la genügt also nur dann der Differential- 
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gleichung, wenn die willkürliche Function $ in jenem besondern Integrale z vor 
der Ausführung der bestimmten Integration von solcher Beschaffenheit angenom- 


. . ro . / - AN . 
men wird, dass das bestimmte Integral /, sin2] (vB). p(A)aß verschwindet. 


Ein zweites besonderes Integral erhält man in der Form z= e°*.z,, wo 


z, eine blosse Function von y und w ist. Denn es ist alsdann 


dz „dx; x „ dzı d’z Az, 


„0 a „ax 


dy ES dy ’ dw we ? dady ch dy 





Man gelangt so zu der neuen Gleichung 


l dz, dz, 


Yy de ra dy 


- 
1° 


Durch Integration findet man daraus: 


zZ, = e@. law — Iy). 


re da 
Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths «a findet hier, ausser „= ', 
wenn man sogleich z = e“’.z, einführt, die Gleichung 
1 da da 
Üs). . -o — = 


ä 1 de de ly 
Statt. Aus 2 — + u "a = 0 folgt aber uw — ly =() odera = = 


Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in der Form 


x 
“ 
w T, cos2] [y( FE un x,)] ’ i 
y4 — 2 “ - - em D,c dB d 
f. Y f, j I? — 7 ıJ F (, e) { & 


] 
2 


.—- 

w Y 

axc+- 

+ | ea . Ulaw u Iy, a)de. 
a2 

) 2 


d’z l dz dz 


‚s sel en — zu ©, g,, 

3. Esse dy + y.de +Y a (8.) 

Man setze wieder das besondre Integral z = y“.z), wo z, eine noch un- 
bekannte Function von y und x, = — aw + x ist. und bringe so die Differen- 
tialgleichung auf 

d’z, dzı 
e - + Wie. = ( { 
dx, dy  dy +az, +0 
Für diese Gleichung ıst oben 
7ı r 
a=f, OBER  — (a>0). 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2, 24 
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entwickelt worden. Zur Bestimmung des veränderlichen Grenzwerths «a findet, ausser 





da : b ; s 
a 22222 n n .j RER A 2 n we > 
un 0, wenn man sogleich z = y“.z, einführt, die Gleichung 
( ) ‚ dz, da a, de en ) 0 
a —. a —)= 
F dy di Y dw dx 
Statt. Man setze - ar + =, =0,odera= =, dann bleibt: 
:0 
Sie” B“.yp(A)dg = 0 (a>0), 
\ x 
als Bedingung, unter welcher der Grenzwerth «= _ angewendet werden darf. 
Ein zweites besondres Integral zeigt sich, wie im vorigen Beispiele, ın der 
Form z = e”,z,, wo z, eine blosse Function von y und w ıst. Denn man er- 
l 1 


hält so die neue Gleichung 


Durch deren Integration findet sich 


z 2 b(aw+ 1 (} + 1)). 


Die Gleichung (a,) aber nimmt hier die Form 


l de de 
(a,) u al; = + ( a + y) z — 0 
l da | da @ — 
an. Aus rer y) u 0 folgt aw + / E + 1) — (), aber auch einfacher 
a=—y,und das allgemeine Integral ist demnach: 
z= / vl era — a)" pl}, a)ddda (a>0) 
r 1. ke 
. m @& 
+/ e? ‚ab [ev +2( + 1), « |d«. 
% 1 dz a dz 








= .. CS.) 


dx dy ” c+y do er z ty dy 
Wir stellen uns das besondre Integral als Function von yy=ew-+y und 


4. Es seı noch 


2, = — ew+ x vor. Wir setzen deshalb 
dz ds dz 2 dr dz d’z d’z 
dy —dyı du "dar, re dy, } dıdy  da,dy, ’ 


und gelangen so zu der neuen Gleichung 


d?x R dz a—« da _ ik 
da,dy, 2, + Yı de, x + yı "dy, 


2 
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Deren Integration hat früher die beiden Formen 


2 -/ (? — u). (+ yı)'- PAR (a—«a+1>0) 
und z -f} (+ 2). (B — yı)“- beA)AP («+1>0) 
da 
gegeben. Für den ersten Werth von z besteht, ausser — = 0, die Gleichung 
dy 
N ne ER =, 


dyı de x, +Y, dw 


wenn man statt y und & die neuen Veränderlichen y, und x, in z einführt. Man 
X 
setze auch hier -— aw + x = x, = (0), also « = I; alsdann bleibt 


I» (ß > a. plA)dP — (I) (a +-c+]1l >0) . 


x 
als Bedingung, unter welcher jener Grenzwerth « = „„ gebraucht werden darf. 


Für den andern Werth von z nehme man «w-+y = yı = 0 an; dann findet sich 


eben so, dass der Grenzwerth « = — x die Gleichung («,) unter der Bedingung 
0 
# (+ a). BeH.ablB)dB = 0 («+1>0) 
befriedigt. Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in der Form 
4 
z fe (F — (8 — yı)“. pP, J)dP da (a—«+1>0) 
a 1 
Y 
"n/[Y ‚ Ya-a a % 2 
+ 4 (a) AR— yı)“b(ß, a)dP de («+1>>0). 
d’z ds dz 


> ae (a.) 


5. Es seı nun weiter - u _ 
. dw? ur drdy yo a dw 


aay 


Man gebe dem besondern Integrale die Form z= e“” .z,, wo z, eine noch 
unbekannte Function von &, = aw + x — a’y und w, = w — 2ay, a aber eine 


willkürliche Beständige ist. Diese Annahme giebt nach und nach: 


dz ‚aay dzı dx aan ( u ’z, 2 a) 
Wo ZZ —— ee”, an Er 
dx dt, dx dy dw,dzı dx 
di 
+e"’,aa — 
dx, 
dz aat dz dz dx, aoı Az, dz d’z 
(+07) ö me (+20. +00), 
dw dw, 77 dw dw dw,dx, d.x? 
und bringt so die obige Differentialgleichung auf 
x, dz, 0 
dw! “dw, 


24* 
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Dieser Gleichung wird genügt, wenn z, eine willkürliche Function von x, ist. 





Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe « hat man die Gleichungen 
(£ı) und (?,). Die letztre nimmt, weil $? = x, = aw-+ x — a’y ist, und wenn 
man sogleich das vorher gefundene z = e“”.z, einführt, die Form 
(B). em dz, (20% de BELLE “ ze 5 d’« de de 0 
ß,). ee —_@a .1-—. + —0— = 
Dar 9 ga dz dy;: ii 1 zw? dady 2.5700 2; 
an. Aus am + = — a’y = ergeben sich aber durch Differentiation die Formen 
da a da da de 
un B BER 2 — u ‘ De ur et 
(a a) dy 104 v, (w ey) z = — 2, dz dy 2a dt . 
ra de :  - - 
(vw — 2ay) 7, == 0, (vw — 2ey) 7 — 2y (7, .)> 2 = ). 
de 
(vw — 2ay) mtr !. 
da da d« 
Es wird deshalb durch umt+x—a?y=a 1=0 sowohl derGleichung (7, N a ‚(Pı) 
(LI . 


als auch jener Gleichung (/,) genügt. Demnach finden die beiden veränderli- 


chen Grenzwerthe 


w+ Vlw? + dry] _©— Ylw’+ dry] 


Fi und 


Statt, und das allgemeine Integral zeigt sich ın der Form 


‘a al . 1a 
£ En I & .plaw + ayı «)da + ü er, law +r7-— a@y; «) de. 
d’z d’z a de bz 





6. Essei 4; +:  — +, —l. ; 
dw? " dedy Yy dw y° (e.) 
Das besondre Integral hat die Form z = y““.z,, wo z, eine Function von 
1 . . . “ . 
yı=7 und ©, = aw + » — a’y ıst. Denn diese Annahrne giebt nach einander: 
dz _ ‚aoy de d’z aa r Pd _ 1 da „gu a) 
de de, ’ drdy u dit yY’ da,dyı y da)’ 
dz _ a dk d’z _ RR d’z, 
— «(X ch ru Wo . 
dw J de, ‘ dw? J da? 


und verwandelt deshalb die Differentialgleichung in die einfachere 


Az, 
dxıdyı 


— = bz.. 


Für diese wurde früher 


7 cos2y]l '— 17, 
z, = | ” | Tee | .o)dß 


eefunden. Wenn 4 =P ist, so hat man das einfachere 2, = px). 











nu RER 
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stimmung der veränderlichen Grenzwerthe « sind die Gleichungen (?,) und (£,) 


vorhanden. Die letztre hat, wenn man sogleich z y 


z, einführt, die Form 


aa ARı (2 da _ „de ) aa, dz, da 
(Pr). Y de, 20 & dt, er 


d’« Pa ade aa da 
+ y° x ( ve ak nm _. —e )= 0. 
y dw? * dxdy y do” y de 
Nimmt man a au w- zz —oy=xa, =(, so befriedigen die erlangten Werthe 


«= a, und «=, die Gleichung (,). Die Gleichung (,) aber verwandelt 
sich dadurch ın 


0 
Si sin 2V[öyß].p(p)dR = 0, 


und drückt so die Bedingung aus, unter welcher jene beiden veränderlichen 


Grenzwerthe « Geltung haben. Das allgemeine Integral ist demnach: 


a I x} cos2y[by(A—yYı)l “ 
e u A J S, ur } Ba) p(P, «)dP da 


a2 r ”ı cos 2] [dy1(# — rd )] jr ” 
+/, 3 j ba V[? BR 21 ıb(ß, a)d} de. 


Für den Fall 5 = 0 aber hat man die einfachere Form 


@ 


=), y”. plaw +r— a’y, a)de +S., y“. bla +1 — ey, «) da. 

7. Es seı weiter En -+- Ri. + - Pi 
4 du  dady ydy y 
Es wird hier durch die Form E m. y"2 genügt, wo 2, wieder eine Funec- 


x 
2 


=V(. (d.) 





1 En ’ 
tion von y, = r uddz = w+aı— a’y ıst. Denn nach dieser Annahme ist 
ds ds, 1a. 0 dz re 
I u et re +); „Ve. 
dy ds y? dyı, y dw dr, 
d’z . Pi 1 a? ds, d?z Ps. 
- = y" | — a4 - 4° +: "), — tn 9 
dx dy dat 9? daıdyı Y da) dw, J d.ı? 
und die Differentialgleichung geht ın die einfachere 
d’z, dz, 
Pe ee m 2 en 
dx,dy, ryı a (« + a)zı 
über. Diese hat aber früher die Form 
er Pr Fr 
3 —/, PETER u 9 ne p(A)dB («+ a0) 


gegeben. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe & hat man die Glei- 


chungen (?, und 5). Setzt man in der letztern sogleich 2= y“.z,, so zeigt 


sie sich ın der Form 
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” „2 2 da „da da „2_, dz, ‚da 
(P.). y . =u% > 04 ') -,y 





da dy in dı 
” d’« da 4 1 =) 0 
ya ao: a5+- Y +, dy j 


Der Gleichung (?,) wird genügt, wenn man sich der beiden W En a= a, und 


« = «u bedient, welche aus aw+ x — @y = x, = 0 hervorgehen. An der Stelle 





von (,) aber bleibt alsdann die Gleichung 


11) E 
% er + ah ee («+a<V), 
als Bedingung. unter welcher jene beiden veränderlichen Grenzwerthe « ange- 


wendet werden dürfen. Das allgemeine Integral ist demnach: 


@y 2 Tı } 
=) y" 2, Yyı (Br (PR I—ı&X Ka "El, «)ddde (a? + a«<0) 
J, Mod B— 2.ye-a- .lfß, NdBd („2 <()\ 
+/.y" Jo, ( (P— a) .ıb(B, eJ)dPde («+ ae <0V), 
d’z RO d’x dr dz di 
> —— _—— _ == ©. h 
S. Es seı endlich et = = (a + +b —.% dy (e.) 
Wir stellen uns das besondre Integral z als Function von yy=aw— x+a’y 
und &, = aw-+ x — a’y vor; seizen also 
d: „(de dx d’z se dz dr 
ee ee en 
dy da, day, dıdy dr, dr, ayı dy, 
dx u ds dz d’z Bu: a? d’z - d’z f n)» 
de de, dy ? ho? \dr, "dad a 
dz dz =) 
= Ü& . 
dwo da, dy, 


und verwandeln dadurch, weil &, + y, = 2aw ist, die Differentialgleichung ın 


h 
x at; —ca ds a > „+ eu dx 0 
d.ır.dyı 2, +y da 7ıHt Yı Ay, Wr: 


Für diese Gleichung wurde früher 
Er Be Re b | 
> = h, (3 = 7 (3 +) n p(A)dP (a —- Pr —+ Ca + 1 >d). 
gefunden. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe « finden die Glei- 


chungen (2, und ,) Statt. Betrachtet man z, wie vorhin, als Function von y, 


\ 


und x,. so hat man: 


de Zu da da de 
(a5 at — )+$ (2 + ar — ) 
u‘ Yy "an dx dy 
(eu, e („de de, de 
dw? 5 RETTET HER 











4, Weiler, Integration von Differentialgleichungen. 191 


Lässt man aber die beiden Grenzwerthe « = a, und « = «a, gelten, welche aus 
aw + x —ay = x, = Ol hervorgehen, so wird der Gleichung (?,) genügt, und 


die Gleichung (?,) geht ın 


0 bb b b 
z ELF Y NETT plA)AR = VO  (a—-,tca+1>0) 


über. Man erhält damit die Bedingung, unter welcher jene beiden veränderlichen 


Grenzwerthe anwendbar sind. Das allgemeine Integral ist demnach: 


Zu „u m) A [70 2) + ” Mr : b 

= I I (P- a) (pP + ; (8, a)dpde (a— „tce+1>0) 
a-z+ca a+7-ca | b 

+/, fe I —_x%c y (ty ya ıb(B, J)ddde (a— ,— ca+1>0). 


A. Transformation 
und allgemeines Integral der Gleichungen 
d'z d’z d’z d’z d’z d’z d’z 


den A dr Ri tr de rs dy 
2 2, 
Hr + ET. + +, + = 0, und 

d’z d’z d?z d’z d’z d’z d?z d’z d’z 
te ae ut te FT a 7° dad, 

d’z d’z d’z d?’z d’z d’z 

Fa ro rs u aa! 2 aa + ray 

dz 


+55 „+; 2 +5 + + ra=®. 


Wenn nicht gerade 4,/ — k? = 0 ist, so lässt sich die PN 


d’z d’z d’z d’z f d’z d’z h d’z u .d?2 FRT es d’z Z 
een Be RER Pe _— — ( = 
" dv? u dv dw . dedz + ® dv dy r dw? nr & oda ie dwdy de? dx En dy? . 





in welcher @, b..2 irgend beständige Grössen sind, Z aber von Differentialquo- 
tienten zweiter Ordnung frei ist, durch Einführung zweier neuen Veränderlichen 


y=a+gyunda,=x-+py an die Stelle von y und a, jedesmal in 


d’z Pe? d’z d’z d’z d’z 2z 4 d’z da, d’z Z 
——— 1 —— — -- ı ——— = 
a die: dodıo nr dvdz, . dvdy, + dw? FE dr dwdy, dex,dy, ’ 


verwandeln. Mit Hülfe des Gliedes P = lassen sich ferner alle übrigen Differen- 
yı 

tialquotienten zweiter Ordnung, in welchen die Veränderliehen y, und x, vor- 

kommen, wegschaffen. Setzt man nämlich , =@#+na +n,yı und =e+mx +m,y, 

statt » und ve, so lassen sich die Beständigen m, m,, n und n, so angeben, dass 


die Gleichung 
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d’z ' d’z d’z d’z 
A = E 4 
dv: E- dv, dıe m do? ” dx,dy, Ze 


zurückbleibt. Hierdurch endlich erzielt man eine der drei Formen 


d’z d’z ” d’z d’z ‚ Pz 
do,dıe, * dx.dy, de der F dedy, 23 5; dr,dy, = 2: 


Wenn aber in der ursprünglichen Differentialgleic hung oleichzeitig die sechs Be 
ziehungen 4 — K—=0, Al —h”—= 0... Statt finden, so oelangt man zu der 
d’z 


Gleichune — = Z,.. indem man x, = c+#+pry. w =w-+nvunde, =ec-+ my 
dy® I uk 1 ) ' 


statt x, w und e einfübrt. 

Diese vier Formen lassen übrigens durch Vertauschen der unabhängigen 
Veränderlichen noch andere Transformationen zu, welche ın dem Vorkommen 
der Differentialquotienten zweiter Ordnung keine Aenderung weiter zur Folge 
haben. Derartige Transformationen wurden für die drei letzten Formen schon 


d’z d’z 


+ = Z aber bedarf ın dieser 
dv dıo dzdy 


auseinandergesetzt. Die erste Form 


Rücksicht einer weitern Untersuchung. Setzt man an die Stelle von y, x, w 
und e die neuen Veränderlichen 
Yı= 9’ tgqwr +g9g% + Y; 
pe tTpeve + z+pyYy;, 
v,=ne+ w+t-nCc+ nyY, 


7 


= tmw+ mac+m,y;, 
so ist leicht zu sehen, dass ın der neuen Gleichung die zehn Differentialquotien- 
ten zweiter Ordnung wieder auftreten werden. Wenn man indessen von den 
zwölf Beständigen rn, rn, .., acht so angıebt, dass die Coeflicienten der acht vor- 
her fehlenden Differentialquotienten wieder verschwinden, so stimmt die neue 
Form, in Bezug auf das Vorkommen der Differentialquotienten zweiter Ordnung, 
mit der vorigen überein, obgleich die neu eingeführten Veränderlichen sver will- 


kürliche Beständige enthalten. Die Annahme, dass z eine Function von Yı, X, 


wo, und e, sei, giebt aber die neue Gleichung 
d’ d’z d’z d’z d’z 
Mer man, 4 ı) do,dw, + (mp +P) de, dx, img + 11) de, dy, . duo’ 
d’ d’z d’z d’z do 
PHP) dn.de, +-(n,9ı +9) dio.dy, HP? amt wirt pq) dr .dy, +94 2 
d d’z d’z d’3 d’r 
mm „+ (mn, Hmm) 7 gr” + (mp. + m,) do.dz. + (mg, + m) do. dy RM 2: 
d’z d’z d’z d’% d’% 
rinptn) „ di ing, t+n,) dio.dy + Pa Le’ > (2.9, + 1) 252 + IR du: = 2. 
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TT | f 2 ‘ 1) a2* 
vvır Desiimmen diıe Desiandipgen N ). ) Ind 4% il15 
m mi — {} u n—=N +pp = () _ u 
Inn ‘ ,. f ’\ « . f .s Hi * 
iann Die)DT. wenn man nejeic! \acı iierenilä 1one? >] n rin 


— | N ) ın ) — 21. Je /1 21 — | u — 1./I CE Bo m 
bır dd. tıo du : ö L[r,dy 
\ . ee on. } 2 
vır bestimmen ierner dıe Beständiven m , nnd ın 
—— } ' 
N N — b 1 — h 1 — #1 
ind Jejatl Ien it ] s 1 er 3 er! j 
n a 
s 





»1e nen ® ’e rien Veränderlichetr ıısdann 
z— u ( PB: (XD _— 4 4 
l nn — fi — I ——— l —— —_- — { — l ——— x ad 
LU ve } { ee I zn l — 1% = f { — en — I BD WE 
—— > x i En — l — I I —— 
Varh |, nr j u 
ichdem die Form «der Dıfferentialzteichnung cksie il a. 
rentialaqnotienten zweiter Ordnung mög!ıchst vereinfacht ıst, schreite man 
reinfiachnng der ın Z rkommencden (Zileder, Ausser denlenieren 
sen der unabhängigen rinder!ichen. durch weiche das rkommen der fan 
"entialquotienten zweiter Ordnung keine Aenderung mehr erierde nutze man 
I ıcpr \ y + Ihn 7 y r 1, V y’reıyı ty yır t r’ aba cr yırı ! 
n «dieser ADSIcnt weıler üle :r’auıschnune Je IDNaneiIeen Tl] ır'ıenper \/an 
etze nämlich z = uz,. wo z eıne bestimmte Function von v.z. w un 
UV Znnng !  arr 
YVenn man ın den Formen 
2, 2_ Bi 
nd + 5 = 7 L 2 hut u 
t —_ m Zum 
Ei, =. 
[va LIAdU no” LIoAd 
2_ = 
n\ I» ._.rnZ Li’. _ ” 
’ ——, 1 =7Z 
icdy iy 
welche auf die allgemeınste Iineare Driterentiaieteichung mıt funf Veränderliche: 
. n . - ” h 4 
Ind Destandizen Loeiilclenten zumMıckiunr? ie ersiere iLransioilmMallois- Art De 
jutzt. so lassen sich die nenen unabhängteen Veränderlichen derzesialt angeben 
INC0S tipp L sy’ 8 . ay-r y ırYI 177° dp , \ »r - yyst Ba 3. .rr;43 un;t rn] tıı m s y-’y > 
Is n der vorm IDernaunp 1ur 4 ' eranderiliciie Ind ın er iX } 
uberhau Yyı Dur er \ ur) ] tzaayriıgı Pig y ıf)er Wi ımn TI In nor — Le ze 
l ni I) ranuerilicioe Jie) ]. nn lall dalerT > — 
- Bi I ı Ban z . RR Yrr® . 
setzt, so erhält man aus den Formen (1 una 2), durch angemessene Best an 
ler Exponenten rn 1 ’ anmu 47 eulenialls eaıne der Deiden netten Durmetil 


ns. 


Creile’s Journal {, d. W. Bü. LI, Heft °. ) 
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d’z, d’z d’z, d’x, dr, 


2). = uz und b). „+ — da —(), 
(a) dedw " d.xdy (6) dw  dirdy dv 


Es wäre überflüssig, diese verschiedenen Transformationen hier auch für 
die allgemeinste lineare Dilferentialgleichung mit sechs Veränderlichen und be- 
ständigen Coefficienten zu verfolgen. Es ergeben sich aus der Analogıe die beı- 
den neuen Formen 


di 


zz dr dr dx d’x d’z des 
ec) raten == U und 
du? dvdw dırdy du 


(d). dvd ” d.ırdy ” du 0. 


Das allgemeine Integral irgend einer linearen Differentialgleichung zwer 


Ordnung mit fünf Veränderlichen hat dıe Form 


N l» 
z — /, darf. zude, 


wo z, und z, besondre Integrale der Differentialgleichung sind, die ausser einer 


willkürlichen Beständisen « eine willkürliche Function von « und zweı veränder- 


liche Grössen 3 und y enthalten. Die Integrationen stellt man sich zwischen 
wei Grenzen vor. von denen die eine als bestimmte Function der unabhängigen 
Veränderlichen, die andere als wilikürliche Beständige anzusehen ist. 

Die vorhin angeführten Gleichungen (a und 5) führen auf andere lineare 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit beständigen Coefficienten und 
nur drei F eränderlichen, deren allgemeines Integral zugleich die verlangten be- 

‚ern Integrale z= = z, und z = z, darstellt. Diese besondern Integrale zeigen 
sich deshalb als einfache bestimmte Integrale, und das allgemeine Integral der 
beiden Gleichungen tritt als bestiramtes Deppel-Integral auf. 

d’z dz dz 
dir? r dx dy “ un (6.) 


Wir stellen uns das besondre Integral als Function von 2, =aw-t+r—a?y. 


l. Es seı 


—= = — 2ay und e vor, setzen deshalb 
dz dz d’z d?z „d’z 
.= \ = — 2« -— = 0" —; 
de de, drdy dw,dz, dr, 
dx dz dz d’xz d’xz d’z d?: 
= +a ’ nd 2a — +a? —, 
du dir, dr, dw dır? dw,dx, di, 


m 


nd re angen auf diesem Were zu der Gleichung 


Fir diese wurde früher 
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dz a dz (da da 2, da d?a d?« 
(«;) . — > 0 —) +3 + - -(-« 5) t+2% un) u v. 
dr, 


dw dv 77 dw dodw d.rdy 


Den Gleichungen (a, und «,) genügt man gleichzeitig durch -aw + = x, =, 


x 
oder durch « = 


Wegen der Symmetrie der Differentialgleichung in Bezug auf w und e 
erhält man ein zweites besondres Integral aus dem ersten durch gegenseitiges 


Vertauschen dieser Veränderlichen. So ergiebt sıch: 


09 r 
N kan AldB 
und wenn a =ß ist, Pi einfachere z= 1b (a, m); way =—w+% und 
w—=w+ay zu selzen ist. Der zugehörige Grenzwerth a wird au -a +2 =x,—=0V 
abgeleitet. 


Man gelangt demnach zu dem allgerneinen Integrale 


cos2y law(# — v)l 


z= IH vB ee "plaw — x, B, a)dAde 


cos2y [au(# — w,)l 


+, Er VB] able — x, P, a)dPde; 


welches für den Fall @ = 0 sich einfacher gestaltet als: 
‚* z 
z wu / ‚polaw »a,0vtay, a)de +/ s ıb(av — x, wt up a)de. 
J/ dj ar 


Das allgemeine Integral irgend einer linearen Differentialgleichung zwer- 


ter Ordnung mit sechs Veränderlichen ist: 


Qı 45) 
za z,de sl, z.de , 


wo z, und z, besondre Integrale der Differentialgleichung sind, welche ausser 
einer willkürlichen Beständigen « noch eine willkürliche Function von « und 
drei veränderliche Grössen £, y und d aufnehmen, und wo die Integrationsgren- 
zen a, und a, als Functionen der unabhängigen Veränderlichen angenommen 
werden, während a, und «, als willkürliche Beständige anzusehen sind. 

Die Gleichungen (ce und d) führen jede auf eine andere lineare Differen- 
talgleichung zweiter Ordnung mit beständigen Coefficienten und mit nur ezer 
Veränderlichen, deren allgemeines Integral zugleich die verlangten besondern 
Integrale z2—= z, und z = z, darstellt. Dieselben erscheinen deshalb als einfache 


bestimmte Integrale, und das allgemeine Integral jener beiden Gleichungen tritt 


als bestimmtes Doppel- Integral auf. 
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. d’s d’z dz 
3. Essen + Tg +71. (d.) 
Wir betrachten das besondre Integral als Function von x = — aw+ x, 


ww, ,=erTtay und u; setzen also wieder 


d’z d’z d’z d’z d?z 


do dd dv,dz, , dı dy ee dv,dx , ‚ 


und erhalten so die neue Gleichung 


LE + dz — 0 
do,dw du 


Für diese wurde oben die Integralform 


E 

wi =. A) >» 
=, ‚p(Pu—e, , &ı , MdPp 

ı 


gefunden. Zur Bestimmung der veränderlichen Grenzwerthe «a findet die Gleichung 


dz da dz d« er dz d« A dz da. dz (da d« $ da E) 
do dv * do dw dy dx dx dy da\dv dw dx dy 
d?« d’« _ da 
+elgatag ra) (@) 
da da da d« 
Statt. Man setze + ur 0 (a,), und betrachte ausserdem z, wıe vor- 
hin, als Function von x,, w, #, und u; dann gelangt man zu der Gleichung 





dı da ” dz da da dz ( da da d’a d?« PN ) 0 

dw dv dv, \dw — Es iu dx, Hr dv - , . dv dw ui dedy du) (a). 
. x 

Den Gleichungen (a, und a,) genügt man durch -awt+2=.x,—0, oderdurch a«=-.. 


Die Symmetrie der Differentialgleichung in Bezug auf die beiden Verän- 


derlichen ® und # giebt auch hier wieder ein zweites besondres Integral, nämlich: 


w 
._! 


u a , 
e= „en. ıb(Bu—w , 2; P)dp, 


© ” 


vorn 3 = —ar+zundw, =w-+ay zu setzen ist; und alsdann der zugehö- 
h x 
rige Grenzwerth a = >. 


Das allgemeine Integral zeigt sich demnach in der Form 
ea 
w u r . 
- — 3 w A 1 
er f. f. e .pplu— 1, aw—x,P; a) dRB da 
e ° 


“m 
In 
A 
dag 2 
« 
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d’z d*z d’z ds 


1. Es seı endlich z# mn >’ 


Auch hier nehmen wir das besondre Integral als Function von 2, =—aw+x, 


@,0,=etay und van, und gelangen dadurch zu der Gleichung 


d’z ” d’z d: 0 
du? dv,dw u "Auen: 


Für diese wurde oben die Integralform 


43 
.— f u (Pu +0, — B’w wi; P) dp 
F, 


gebildet, deren Grenzwerth 3 aus Au + 0, — Prv = V zu berechnen ıst, so dass 
also jeder der beiden Werthe 

ER V(u?+4v,w) IA u— Vu? + 4v,w) 

Pı = u und a = Dep 


senommen werden kann. Zur Bestimmune der veränderlichen Grenzwerthe « 
o g 


hat man: 





„ dz do _ ds da dx da ds de. dz hu. Z| da do I de | 
du du dw de dv do dy de de dy Fer (+ dv dw“ dx dy_ 


de d’o d’« da 
u pt Tod Frdy ” )= 0. (6.) 


h dz : 
Man lasse den gemeinsamen Factor von verschwinden. und setze ausserdem 
’ 


ke) da 


z als Function von x,, w, e, und x hinein, so bleibt: 


„ dx “u ds da PL. & da PR... ( da +2) 
ar Se en > (6 y 
du du dw dv vi dw ra dx dv 7 
d? Mn d’« d’c« da 
-+- ——- 4a—-)=0. Br. 
. (5 + dw  dıdy du (2 ) 
Den beiden so entstehenden Gleichungen (?,und 3,) wird durch -aw ta =a, =, 
x ; 
oder durch « = -- genügt, und man erhält deshalb das allgemeine Integral 


” . 
w 3 Iw 2 \ 
Bun ] / ec", py(lAutn — Bw, aw—x ,P , a)ddde 
a b 


x 
P) ._ e 
] u | 2e® zu h (Zu { v, at Bra ’ AD — 7 . 16) . a.) ap de. 


Mannheim, im December 1854. 
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Anhang. 


Üeber eine besondere Classe linearer Differentialgleichungen 


von der n“” Ordnung. 


In jeder Zinearen Differentialgleichung lässt sich dasjenige Glied, in wel- 
chem weder die abhängige Veränderliche z, noch deren Differentialquotienten 


vorkommen, zum Verschwinden bringen, wenn man die Veränderliche z mit einer 


andern z, vertauscht. Wenn nämlich = = z, ein besonderes Integral der vorlie- 
genden linearen Differentialgleichung ist, und z = z, + gesetzt wird, so unter- 


scheidet sich dıe neue Gleichung von der ursprünglichen nur dadurch, dass die 
von der abhängigen Veränderlichen und deren Differentialquotienten unabhän- 
sigen Glieder fehlen. Man nennt eine solche lineare Differentialgleichung eine 
reducirte. 

Das allgemeine Integral der reducirten linearen Differentialgleichung 7. 
Ordnung mit zwei Veränderlichen z und y hat die Form 

2 = 0, +oG2+ ----- > C,2u 

WO 2, 22. 2, besondre Integrale, die Factoren c,,c,..c aber willkürliche Bestän- 
dige oder von y unabhängige Grössen sind. 

Das allgemeine Integral der reducirten linearen Dilferentialgleiehung von 


der n“" Ordnung mit drei Veränderlichen z, y und & hat die Form 


u 2 z 
z /, ) 2, Ple)de N Pl FAN Pla) de u ie ef u p.la)de: 

WO 2, Z2..2, besondre Integrale, und $,, $a.. p, willkürliche Functionen bezeich- 

nen. Die Integrationsgrenzen «,«z2..«, stellt man sich als bestimmte Functionen 

der unabhängigen Veränderlichen + und x vor, während die Integrationsgrenzen 

a), &y.. a, willkürliche Beständige oder von y und x unabhängige Grössen sind. 

Das allgerneine Integral der reducirten linearen Differentialgleichung von 


der n“* Ordnung mit erer Veränderlichen z, y. x und w hat die Form 


a 


z — pPı 2] de #, S2 de nn Genie «Fr On Sn de r 
WO 2), 22..2, wieder besondre Integrale bezeichnen, von denen aber jedes eine 


willkürliche Function einer veränderlichen Grösse, und deshalb auch einer will- 
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kürlichen Beständigen a einschliesst. Die Integrationsgrenzen a,, @,..a, werden 
wieder als bestimmte Functionen der unabhängigei Veränderlichen y, x und » 
angenommen, während die Integrationsgrenzen @,5 Q,..a, willkürliche Bestän- 
dige sind. 

Im Allgemeinen aber lässt sich sagen, dass das allgemeine Integral der re- 
ducirten Iinearen Differentialgleichung nr” Ordnung mit p unabhängigen Verän- 
derlichen, aus rn Gliedern besteht, deren jedes eine willkürliche Function von 
p — 1 veränderlichen Grössen ausdrückt, und zugleich einzeln, an der Stelle von 
z, die Differentialgleichung befriedigt. 

Ich bin weit entfernt, die bei der Integration der linearen Differentialglei- 
chungen zwerter Ordnung benutzten Methoden jetzt auch auf lineare Differen- 
tialgleichungen höherer Ordnung übertragen zu wollen; noch weniger beabsich- 
tige ich, in diesem Anhange weitere Methoden zur Integration solcher linearen 
Differentialgleichungen höherer Ordnung aufzustellen, zu welchen die vorhin 
erwähnten Methoden nicht mehr ausreichen. Das Erstere betreffend, möchte es 
keine Schwierigkeit haben, eine vorliegende lineare Differentialgleichung höherer 
Ordnung nach den jetzt bekannten Methoden zu integriren, insofern es überhaupt 
geschehen kann. In dieser hücksicht wäre also eine Zusammenstellung derarti- 
ger Integrationen nur von geringem Interesse. Das Andre, nämlich die Aufstel- 
lung neuer Methoden für solche Fälle, in welchen die bisherigen sich als unzu- 
richend erweisen, setzt allerdings jene erste Arbeit voraus. Doch scheint mir 
die Unternehmung, ıhrer Grösse wegen, angemessener einer spätern Zeit überlas- 
sen zu bleiben, welche mehr Vorarbeiten dazu darbietet. Ich gedenke hier nur 
noch zu zeigen, wie man für eine besondre Glasse linearer Differentialgleichungen 
n'” Ordnung zu denjenigen Resultaten, welche auch aus den jetzt bekannten 
Methoden gezogen werden könnten, vortheilbafter auf einem andern Wege ge- 
langt. Dieser Gegenstand scheint mir grade hier am passenden Orte, weil einige 
allgemeine Betrachtungen und eine bloss algebraische Rechnung uns in den Stand 
setzen, das allgemeine Integral einer in jene Classe gehörigen linearen Differen- 
tialgleichung r.”” Ordnung durch die Summe der allgemeinen Integrale mehrerer 
linearen Differentialgleichungen von der zweiten Ordnung auszudrücken. 

Unter dem ersten Integrale irgend einer partiellen Differentialgleichung 
n"” Ordnung mit » unabhängigen Veränderlichen versteht znan bekanntlich die- 
jenige Differentialgleichung von der n — 1” Ordnung, aus welcher sich durch 
Differentiation die erstere Gleichung ableiten lässt, und welche zugleich eine will- 


kürliche Function von p—] veränderlichen Grössen enthält. Eın erstes Integral 
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ist deshalb immer nur dann möglich, wenn die Differentialgleichung n"" Ordnung 
als Differentialgleichung von der ersten Ordnung gesetzt werden kann, in welcher 
als abhängige Veränderliche eine Function sich zeigt, die, gleich Null gesetzt, 
selbst eine Differentialgleichung von der n — 1” Ordnung vorstellt. Unter dem 
m'” Integrale einer partiellen Differentialgleichung .”” Ordnung mit » unabhän- 
gigen Veränderlichen versteht man diejenige Differentialgleichung von der n — m"” 
Ordnung, aus welcher sich durch Differentiation die erstere Gleichung ableiten 
lässt, und welche zugleich zn willkürliche Functionen, jede von p—1 veränderli- 
chen Grössen, enthält. Ein n‘* Integral ist deshalb immer nar dann möglich, 
wenn die Differentialgleichung '” Ordnung als Differentialgleichung zn‘” Ord- 
nung geschrieben werden kann, in welcher als abhängige Veränderliche eine 
Function sich zeigt, die, gleich Null gesetzt, selbst eine Diflerentialgleichung von 
der n — m“” Ordnung vorstellt. Das Bestehen eines n“” Integrals der partiellen 


Differentialgleichung r“” Ordnung F(z) = setzt also die identische Gleichung 


(a.) F@)=yl/(z)] 


voraus, in welcher f(z) = eine Differentialgleichung zz — m’” Ordnung. und 
pL/(@)] = 0 eine Differentialgleichung zn” Ordnung ist, mit der abhängigen 


Veränderlichen f(z). Es können übrigens gleichzeitig mehrere Integrale von der- 


| ’ n(n—1).(n+I1—m) , 
selben Ordnung auftreten. Im Ganzen sind ——  . ——- m“ Inteerale 
o 1.2..m ie 


denkbar; nämlich eben so viele als Gombinationen zu zn aus nr Elementen gebil- 
det werden können, weil das n“ Integral irgend zn von den n willkürlichen Func- 
tionen des allgemeinen Integrals aufnimmt. Jener eigenthümliche Weg, welcher 
für gewisse lineare Differentialgleichungen so vortheilhaft zum allgemeinen Inte- 
grale führt, eröffnet sich aber nur in solchen Fällen, in welchen gleichzeitig meh- 
rere Integrale derselben , oder auch von verschiedener Ordnung bestehen. 

Wenn F(z)=0 eine reducirte lineare Differentialgleichung ist, so schlie- 


[sen wir aus der identischen Gleichung 


(a) Fe@)=ylf(@)]; 
dass auch /(z2)=0 und y[ f(z)] = 0 reducirte lineare Differentialgleichungen 
sind. Wir schliessen weiter, dass das zn“ Integral der Gleichung F(z) = 0 eine 
lineare Differentialgleichung ist, und auf jene Gleichung f(z) = 0 zurückführt, 
wenn man die zn darin vorkommenden willkürlichen Functionen verschwinden 
lässt. Wir nennen deshalb hier die Gleichung /(z) = 0 das redueirte m“ Inte- 
gral der Gleichung F(z)=0. Das allgemeine Integral der Gleichung /(z) = 0 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 2. 26 
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besteht aber aus n — m Gliedern, von denen jedes eine willkürliche Function 
von » — 1 veränderlichen Grössen darstellt, und zugleich einzeln, an der Stelle 
vonz, der Gleichung F(z) = 0 Genüge leistet. Das al/gerneine Integral des redu- 
eirten zn“ Integrals einer reducirten linearen Differentialgleichung rn” Ordnung 
liefert demnach 2 — m von den n Gliedern des allgemeinen Integrals der letztern 
Gleichung. 

Wenn F(z) = 0 eine lineare Differentialgleichung r‘” Orduung mit 


beständigen Coefhicienten ist, so folgt aus der ıdentischen Gleichung 


@)  Fo=y[fa)l, 

dass /(z) = 0 und y[ f(z)] = 0 lineare Differentialgleichungen mit nur bestän- 
digen Coefhicienten sind. Wennman aber die Grösse z ymal nach u, rmal nach e, 
s mal nach ® u.s.w. differentiirt, so entsteht jedesmal der nämliche Differentialquotient 


d? +-r+Sst+ + 


n . ) . m . . . . 
. a Ä-7® 5 2 2» 2 ' » e E .. ı » . 
Aw Icher Reihenfolge auch jene 3+r+s+ Differentiationen ge 


schehen mögen. Daraus folgt unmittelbar, unter der vorhin genannten Voraus- 
setzung, dass F(z) = 0 nur beständige Coelficienten aufnehme, die identische 
ER 

Gleichung 


ya) =FLy@)]; 


und deshalb auch eine zweite Gleichung 


(«.) F(:)=fS[y(2)]. 
Eine lineare Differentialgleichung n'"” Ordnung mit beständigen Coefficienten, 
welche auf ein zn“ Integral zurückgeführt werden kann, hat demnach jedesmal 
auch ein a — m“ Integral. 

Das allgemeine Integral des reducirten zn‘” Integrals einer reducirten linea- 
ren Differentialgleichung z.“” Ordnung liefert n — m von den n Gliedern des all- 
gemeinen Integrals der letztern Gleichung. Das allgemeine Integral des reducirten 
nı — ın“” Integrals liefert aber m weitre Glieder, für deren allgemeines Integral. 
Das allgemeine Integral einer reducirten linearen Differentialgleichung »'” Ordnung 
mit beständigen Coefficienten, welche ein m“ und deshalb auch ein n — m“ 
Integral hat, wird demnach durch die Summe der beiden allgemeinen Integrale 


7 


des reducirten zn” und des reducirten n — m” Inteorals auseedrückt. 
r - 


(} 


Es hat aber keine Schwierigkeit, diese reducirten m‘” und n—m'”Integrale zu 


finden. wenn sıe nur überhaupt vorhanden sind. Denn wenn man jeden einze!nen Dif- 


i arg ’ ’ . ’ / 
ferentialquotienten - der linearen Differentialeleichunge durch die Potenz 
| 8 


lu’ dv’ dw°.. 


ue'@,. erselzt, so entsteht ein Po/ynom, welches ın Bezug auf die unabhängigen 
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Veränderlichen vom n"” Grade ist. Jeder Differentiation der Differentialgleichung 
nach u, e, w.. entspricht aber eine Multiplication des Polynoms mit einem der 
Factoren u,e,@... Die reducirte lineare Differentialgleichung n"” Ordnung 
mit beständigen Coefficienten hat demnach ein m‘* und deshalb auch ein n — m“ 
Integral, wenn das Polynom der unabhängigen Veränderlichen in das Product 
zweier rationalen Polynome, beziehlich vom m“" und n — m“” Grade, zerlegt wer- 
den kann: und man gelangt zu den beiden reducirten Integralen, indem man in Je- 


dem dieser beiden Factoren an die Stelle der Potenz we’ a*..denDifferentialquotienten 
er ne 
Zu zurück hineinsetzt. 

Da nun aus dem Früheren das allgemeine Integral jeder reducirten linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit beständigen CGoefficienten bekannt ist, 
so lässt sich, wie leicht zu sehen, jedesmal auch das allgemeine Integral einer 
reducirten linearen Differentialgleichung r.”” Ordnung mit beständigen Coefh- 
cienten angeben, wenn sich das Polynom der unabhängigen Veränderlichen in 
das Product rationaler Polynome zerlegen lässt, welche den zweiten Grad nicht 
übersteigen. Die Zerlegung des Polynoms ist also die einzige Rechnungs-Opera- 
tion, von welcher die Bestimmung des allgemeinen Integrals einer solchen linearen 
Differentialgleichung abhangt. Diese Rechnung soll an einigen Beispielen aus- 
geführt werden. 

1. Es seı a — 160 =—®, 

dy dx 
Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist 
y—- lu’, 


und lässt sich in die beiden Factoren zweiten Grades: 


yY—AIax—=V0 und Y+4ax —=V— 

zerlegen. Die beiden reducirten zweiten Integrale sind deshalb: 
d’z dz d’z dz 

a da == ® und a + 4a Fre 0. 


Die erstere Gleichung ist oben in der vorliegenden Form integrirt worden; die 
andre entsteht ans der erstern, wenn man in dieser + a mit —a vertauscht. Das 
allgemeine Integral jener linearen Differentialgleichung vierter Ordnung zeigt sich 


demnach in der Form 


7 


Dal ay , 
m 2 (a — 2) ?yı(a)da + J "ra — 0)2p, (0) do 
e/ 9, 


[73 
1 


2, -ay . 2-i Zay' 1 
+ f e”(a— x) ?y, (a) da+ f. e=(a— 2) 2yp,(a) da. 


a3 


26* 
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di 0 
dı* "da’dy? ee 7 Be 


2. Es seı 
dy 
Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist 
— 2.’ ry'—’—=0, 
und lässt sich ın die beiden Factoren zweiten Grades: 
ee y’—c—=( und a y’trıı—=N. 


zerlegen. Die beiden reducirten zweiten Integrale sınd deshalb: 


d’z d?z dz 0 d?z d’s de 0 
A ee a ED Ho es 


da? dy 
Um dieselben auf eine der früher integrirten Gleichungen zurückzuführen, setze 


2 . 1x . ix 
man zunächst in der erstern z=e' z,, und in der andern z= e * z,, welches 


ds, Pa 3% 
da? dy? 4 


d’z ir 
= (0 und e-- ’+-- 


2 
dx? dy u 0 


giebt. Man vertausche noch die unabhängigen Veränderlichen y und & gegen 


die neuen v, = !(«+vy) und x, =!{—x-+y), dann ergeben sich die neuen 
Yı ? » ? - 
Gleichungen 
d’z, z, d’z, 2%, 
„Fe und —— u u 9, 
dx,dy 4 dıydy, 4 


Das allgemeine Integral der obigen linearen Differentialgleichung vierter Ordnung 


zeigt sich demnach in der Form 


Ha "ecosYIyı(e— a) Y 2 cosY[r,(e@ — yı)] ) 
( J. Vie— r,) Pı («) da “ a V(« —y,) 3. (a) da 


en Me—a)l "cosYla,(e — Yı) 
Zu 0 . aa) a a Vle-yı) 9.10) da). 


d'z d’z d'z d’z 


3. Es seı Zu +72 2 array? + ay: ze OL 


dw? 
Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ist 
"—- ey’ +y—w’—=0, 
und zerfällt in die beiden Factoren zweiten Grades: 


7 


7 2 


eV | und x“ —y’+ev=(. 


Man gelanet deshalb zu den beiden zweiten Integralformen 


d?z d’z dz d'z dr. dz 0 
"rn an dı? dd dw 
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Nimmt man statt y und x wieder die neuen Veränderlichen y, = !(=-+y) und 
x, =4(— x-+y) an, so entstehen die neuen Gleichungen 

ee. + Er 0 und Bi ER 2. 0 

dz,dy, dw di,dy, dw 
Die erstere ıst oben ın der vorliegenden Form integrirt worden; die andre 
geht aus der erstern durch Vertauschen von + a, gegen — x,, oder auch durch 
Vertauschen von + yı gegen — yı hervor. Das allgemeine Integral der obigen 
Differentialgleichung ererter Ordnung kann demnach in folgender Form geschrie- 
ben werden: 


0 9 
1 . 


J 
i 
w 
€ 


IL (Pa (aw m Yı J a)da 


._—_ ‘ 
[77 


w 
x — e’ıp, (aw — X 5 a)da +/ 


a 
1 


> 


® 
Mer a’ 
JR \ EN / 
+[ e plaw—x, „ a)da + e ıp,law— Yı 9 a) da. 
a [43 
“ o. 4 


3 


d'x d’z d'z d’z d’z d?z 
— 2 


> = i u Zu en va En ne FE u ei — { 
rt Da a —=ß$. 
4. Es sei noch d.ı* 2 may? + dy*  dw* dw? dw ' 
Das Polynom der unabhängigen Veränderlichen ıst hıer 
at — 2r”y? +y‘' — 0! — ua? — aa’ —=V, 
und zerfällt ın die beiden Factoren zweiten Grades: 
2 2 ‚2 EN 2 2 = ae 
a — a +y’taoe—( und aa y”ravw—N). 
Es bestehen deshalb die beiden zweiten Integralformen 
d’z ER dz 0 es d?z de, dz 0 
— — — N —— - — tı— —(. 
dw” da’ dy? a dw za dw? da? dy: “ dw 


Diese verwandeln sich, wenn man statt y und x die neuen Veränderlichen 
y,=3(@+y) undz,=;(—-x+)) einführt, in die neuen Formen 
d’z d’z dz d’z d?z dz 


ar da,dyı +a., >= 0 und rs Hazet, 


Die erstere ist oben in der vorliegenden Form integrirt worden; die andere geht 


T ] 
aus der ersteren durch Vertauschen von + x, gegen — x, hervor. Man gelangt 


demnach zu dem folgenden allgemeinen Integral der obigen linearen Differential- 
gleichung cıerter Ordnung: 
” 


1 / . u n 
z—/, e ıgplau + a, —ua’y, , a)da ef. er p(law + x, —ayı » a)de 
ı 2 2 


u 


ur aan 2 N / “ aay 2ı, \,J 
+S. € ıp3 (am >z, = ef , e)da-+. eg (ww — a0, — aYı » @)de, 
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wo dıe folgenden Grenzwerthe anzuwenden sind: 


wo +V(w? + Ar, yı) _ w—Y(w?+4r,y,) 
Aa= 2 r an = 9 
Yı 2y, 
vw +Y(w? — dr, yı w — V(w? — Arıyı) 
lg = Ü 1 ö 
2y, 2 : 2y: Ä 


Die Regel, nach welcher wir das allgemeine Integral der reducırten linea- 
ren Differentialgleichung n"” Ordnung mit beständigen Coefficienten bilden, wenn 
dieselbe ein mn‘“ und deshalb auch ein n — m““ Integral hat, bedarf aber einer 
Ergänzung, wenn das Polynom der unabhängigen Veränderlichen gleiche Factoren 
hat, weıl dann von den darnach gebildeten n Gliedern des allgemeinen Inte- 
grals mehrere identisch sich gestalten. 


Wenn die reducirte lineare Differentialgleichung von der 2rn'” Ordnung 


mit »p unabhängigen Veränderlichen u, e, # +... und beständigen Coefficienten 
IXz) = 0 auf zwei gleiche zn“ Integrale führt, so geben die beiden reducırten 


m” Integrale /(z) = ® offenbar nur zn von den 2rn Gliedern des allgemeinen In- 


tegrals der ersten Gleichung. Es lässt sich leicht nachweisen, dass diese Gleichung 


FXz) = 0, wenn man das allgemeine Integral der Gleichung /(z) = 0 durchz =, 
bezeichnet, dann auch durch z = (ku + ke + kw + -....)2, befriedigt wird, wo 
U E RERR willkürliche Beständige sind, der Factor z, aber nur dadurch von 2, 


sich unterscheidet, dass darin zn andere willkürliche Functionen angenommen 
werden. Denn unter der Voraussetzung zweier gleichen m‘” Integrale findet die 


ıdentische Gleichung 


(a). F() = /[f(z)] 


Statt. Aus der Annahme z = (ku + ko + kw + »-..-)z, folgt aber die identische 
Gleichung 
[ku + ke +kwt...)a] = ya) + (kurketke tz) 


oder, weil f(z,) = 0 ıst, die einfachere: 
Slku + ke+kwHt..- )e,] = Y(z): 


wo g(z,) eine Function bezeichnet, die, gleich Null gesetzt, selbst eine reducirte 
lineare Differentialgleichung mit nur beständigen Coefficienten vorstellt. Die An- 


nahme z = (ku + kw + kw ----- )z, bringt deshalb jene Gleichung (a) auf: 
Fllku + ko+ kw +...) = pl) 


drtt"g 
Da nun z = z, der Gleichung f(z) = 0 genügt, so genügt ihr auch z = 


— Auado dw...’ 
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der+st+t“z 


weil man zu der Gleichung N ) = U gelangt, wenn man jene Gleichung 


du! do’ dw*.. 
Je) =0 gmal nach u, rmal nach ve, smal nach w u. s. w. differentürt. Ebenso 
genügt der Gleichung f(2)=0 auch z = y(z), weil p(z) = 0 eine reducirte lineare 
Differentialgleichung mit nur beständigen Coefficienten vorstell. Da also 
SIp(z,)] = 0 ıst, so bleibt die identische Gleichung 

F|(ku + ke +kw +. -)a]|= 0; 
woraus hervorgeht, dass jener Werth z = (ku + ke + kw + +-...)z, in der That 
die Gleichung F(z) = 0 befriedigt. Das allgemeine Integral der. reducirten line- 
aren Differentialgleichung 2rn‘” Ordnung mit p unabhängigen Veränderlichen 
U,0,W er und beständigen Coelficienten, welche auf zwei gleiche mn“ Integrale 
führt, zeigt sich demnach, wenn man das allgemeine Integral des reducirten zn” 
Integrals durch z = 2, bezeichnet, in der Form: 

z= (ku +kp +. kw + + --)2, + 2; 
wo k, ku ka .---- willkürliche Beständige sind, der Factor z, aber nur dadurch von 
z, sich unterscheidet, dass darin zn andere willkürliche Functionen angenommen 
werden. 

Wenn die reducirte lineare Differentialgleichung von der 3n“” Ordnung 
mit »p unabhängigen Veränderlichen u, ev, w --:-- ‚und beständigen Coefficienten, 
auf drei gleiche zn“ Integrale führt, so geben die drei reducirten zn” Integrale nur 
m von den 3rn Gliedern des allgemeinen Integrals der ersten Gleichung. Wenn 
aber z = 2, das allgemeine Integral des reducirten m“” Integrals ist, so folgt wie 


vorhin, dass das allgemeine Integral jener Gleichung ın der Form 


z = (hu? + he + hae?+ hzuw + hew + h,@” +. Jay + (kutkeot kw .-..-)x. + 23 
dargestellt werden kann, wo A, A, ha k,k, ka willkürliche Beständige 


sind, die Factoren x, und x, aber nur dadurch von x; sich unterscheiden, dass da- 
rin zn andere willkürliche Functionen angenommen werden. 


Mannheim, ım December 1854. 





Berichtigungen im 1. Heft 51. Bandes. 


Seite 3 Zeile 14 v. u., lies [u + =]’ statt [u+=]”. 


de eo a. - also stalt aber. 
- 6 Fermel (65). - fiw, I, v— w) statt f(w, 1, u). 
- 6FZeile 6v.0o. - de letzstern statt dieselben. 
lu-+rn l urn 
= \ -  - - . - stalt u N g 
u n 1 n 
- u : 4 - - nn +0 - n +2. 
- 8 Formel (8). - uFeu+rl)- Feu-]). 
- 9 Formel (16). - Lim statt Lim. 
nn» n— 2 


Fe (5) 


- 11 Zeile 5 v. o,, muss statt des Punctes hinter ——— —— ein Comma stehn. 


re(a+:) 


- 1 - tv. u, fehlt (10) hinter Formel. 
- 13 - 1 - 1 (+ x)” statt («+ 2)”. 
- 13 - 1] - fehlt g(w) hinter Function 
- 14 - 13 v.o., |, wenn ein —r st —rine. 
- 18 - 15 _ - echte Brüche statt reelle Grössen. 
- 19 - 15 - - On st. Pn. 
- 193 - 18 - -Pnst. On. 
- 22 - $Sv.u,-n?st.n, und n? st. n,. 
- 23 - WI - muss es heissen: für alle Grössen, von einer bestimmten an. 
- 2 - 1l - l. diese st. die, 
- 23 - 2 _ - Un st. u®. 
- 28 12 v. u,» n? st. n.. 
- 29 No. Il. muss es heissen: Wenn ..... mag, nähert sich jedoch keiner bestimmten Gräuze, wenn 
ET ist; und divergirt ..... 
- 30 Zeile 7v,.u,]l ti, st... 
n 33 - 2 -  - Pu zı+1 st, Pn a. 
: us u 
- 33 Formel (44) ]. n-« st. n”-4 u. (1 —— st. >73). 
- 34 Zeile 2 v. o.. ]. diese st. die. 
FÜ- + n) Fe (z) 
- 34 - 8 - muss es heissen: Lim. ——, > u  % 
n—» F (-+Y +n) Fe (+3) 
u n 
- 34 - 11 - 1 Fe(-) statt Fe(-). 
L r 
- 34 - 6 v. u., 1. (48) st. (46). 
- 36 in No. II. muss es heissen: Es giebt ..... Function, welche der Gleichung 
a hie 
in der sich ..... ist, genügt; und zugleich die in der Formel 
dee 


’ 
i bedeutet, ausgesprochene Eigenschaft besitzt. Ihr allgemeiner Ausdruck ist ..... 
- 37 Zeile 6 und 7 v. u., ist nach folgt zu lesen: mittels der andern (58) unmittelbar zu dem Ausdrucke 


von (u, + x,’ durch das unendliche Product (66) führt, dessen ..... 
- 0° - lu.4 v. u. lies £, statt [L.. 
- 41 - 2.3.6v.0. - 5 6 
- 44 - 3 v. o, gehört « =0..... x unter Fa„r“. 
- 44 _ l v, u. muss unter dem ersten Producte « = m.....& stehen. 
- 45 - > v. 0, lies 92. (u) stalt p@(u). 
- 4) - 5 - - vwalu) - Wwalu). 
- 45 - l - muss unter dem ersten Product «x = 0.....& statta = ..... stehen. 
- 46 - 4 v. u. lies auch nur statt auch, und, 
- 85 - 2 - - Fe(ury) - Few-y). 
- 52 - 3 v, o, fehlt daher (noch hat). 
- 57 Formel (98) lies Ar—!logu statt A-llogu. 
- 58 Zeile 9 v. 0. - Functionen - Function. 
- 55 - 15 - ganz stalt ganze 
- 59 - 1 - müssen die Worte und daraus wegfallen. 


- 59° - 2 - lies erw stalt emi, 


u A 
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). 


Elementary Theorenms relating to Determinants. 


(By Mr. William Spottiswoode Esq. M. A., J. R. S.) 


Second edition, rewritten and much enlarged by the Author. 





In the year 1851 the author of the following paper published a tract 
called „Elementary iheorems relating to Determinants and on the request 
of the Editor of this journal to reproduce it, he requested permission to recise 
the work. The subject had however been so extensively developed in the in- 
terım, that it proved necessary"not merely to revise but entirely to rewrite Ihe 


work. The result ıs given in the following pages. 
Spottiswoode. 








Preface. 





The variety of problems to which the Theory of Determinants has re- 
cently been applied renders it desirable that thıs branch of analysıs should be 
made generally accessible. But although the principal theorems are familiar to 
the more advanced mathematicians, there has hitherto been no elementary work 
upon the subject, to which reference can be readily made by the student. 

The Theory is neither lengthy nor intricate, being in fact little else than 
a method of arrangement, by means of which the results of certain long algebraic 
processes may be discovered without actually effecting the operations; and indeed, 
with the exception of a few theorems relating to the addition, multiplication, etc. 
of determinants, it may be said to consist entirely in its application. Like all si- 
milar calculi, it may be carried out into very numerous details; but although this 
has not been attempted in the present investigations, the principal modifications 
of form and varieties of combination have been noticed, and the theorems 
throughout illustrated by examples. The reader will be thereby enabled generally 


to apply the processes whenever opportunity occurs, and to comprehend any new 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 27 
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theorems which may hereafter be proposed. "The demonstrations here offered 
are principally original, although perhaps not different from such as may have 
occurred to others who have paid attention to the subject. 

The functions which are the subject ofthe present paper, or cases of them 
more or less general, have for many years been an object of interest to mathe- 
maticians; in fact so long ago as the year 1750, cramer, in his Introduction 
al Analyse des lignes Courbes (Appendix), has exhibited the determinants 
arısing from linear equations in the case of two or three variables, and has indi- 
cated the law according to which they would be formed in ihe case of a greater 
number. In the Histoire de ! Academie Royale des Sciences, Annde 1764 
(published in 1767) Bezout has investigated the degree of the equation resulting 
{rom the elimination of unknown quantities from a given system of equations, and 
has at the same time noticed several cases of determinants, without howewer ente- 
ring upon the general law of formation, or the properties of these functions. The 
Hıst. de U Academie, An. 1772, Part Il. (published in 1776) contains papers by 
Laplace andY andermonde relating to determinants of the second, third, fourtb etc. 
order. 'The former, in discussing a system of simultaneous differential equations, 
has given the law of formation, and shown that when two horizontal or vertical 
rows (according to the notation of the present work) are interchanged, the sign 
of the determinant is changed. Yandermonde's paper is upon elimination, and 
considering the period at which it was written, is remarkable for its elegance ; the 
notation, which is worth noticing, ıs as follows; the system of quantities being thus 
represented: 

. Mu, Dre 
21 2) 


a ,, 


a determinant of the nth order ıs written thus: 








LEARN 
BIER Ah 

so that 
un 2 — 2] 12 
BE u 


and so on for other orders. 


In the Memoires de ! Academie de Berlin, 1773, Lagrange has demon- 


strated that the square of a determinant of the third order ıs itself a determinant: 
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these formulae he applies to the establishment of theorems relating to triangular 
pyramids, and to the problem of the rotation of a solid body. Subsequently to this, 
Gauss, in his Disquisitiones Arıthmeticae, has shown (Sect. V. N. 159 and 270) 
that the product of two determinants is itself a determinant in the cases of the se- 
cond and third orders. The whole of this section, which forms a large portion 
of the work, is devoted to these functions. The case of determinants ofthe second 
order arısing from quadratic functions of two variables, ı.e. of the form 4’ — ae, 
or adopting his notation, (a, b, c), is very completely discussed. And besides the 
theorem above noticed,,„ the following problem, which has some connexion with 
determinants of determinants, ıs solved: „Given any three whole numbers a, a‘, a“, 
(which are not all = 0), to find sıx others, DB, B', B", C, €, €”, such that 
BC" — B"C' = a. BP"C— BC" = a‘, BC'— B’C = a“. This mathematician 
appears to have also introduced Ihe term Determinant. 

In 1512 Binet published a memoire upon this subject, and established 
all the principal theorems for determinants of the second, third and fourth orders; 
and has further applied his formulae to the discussion of rhomboids, surfaces of 
the second order, and properties of solid bodies. See Journal de ! Ecole Poh- 
technique tome IX. cahier 16. "The next volume of this series contains a paper 
by Cauchy, written at ihe same time, on functions which only change sign when 
the variables which they contain are transposed. The second part of this paper 
refers immediately to determinants, and contains a large number of very general 
theorems. Amongst them is noticed a property of a class of functions closely 


connected with determinants, first given, so far as I am aware, by Fandermonde; 


ıf ın the development of the expression 
ad, Qy.. Q,(a,— a,) (a3 — a,) (a, — a,) (a3 — a;) .. (a,„— a,) (a,„— a,_,) 


the indices be replaced by a second series of suffixes, the result will be the deter- 


minant 
S(#a,, Ara: Gun): 

Several papers appeared subsequently from time to time upon various poinis 
connected with the subject; but by far the most complete are two by M. Jacobi 
(Crelle, tom. XXH.) De formä et proprietatibus Determinantium, and De 
Determinantibus Functionalibus. Inthe sameJournal (lom.XXXH. and XXX VIIL) 
Ihere are two memoires by Mr, Cayley, Sur les Determinants gauches, which 
expression has been rendered Skew Determinants, the term being adopted from 


ihe corresponding translation in Geometry. The principal contributions to the 


27* 
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subject subsequently to the above (since the publication of my Tract, London, 1851) 
have been made by J. J. Sylvester Esq. J. R. S., to whose papers references will 
be found in the present work. 

References will be found in the course of this work to other papers ın 
which Determinants have been employed, all of which may be consulted with 
advantage. Besides these, there may be mentioned the following; „On the Theory 
of Elimination, by Mr. Cayley, Camb. & Dub. Math. Journal, vol. Il. Some 
papers by Mr. Boole in the same Journal. „On a new Class of Theorems, etc.” 
by Mr. Sylvester, Phil. Mag. vol. XXXVII.; „Extraits de lettres de M.Ch. Hermite, 
aM. C. G. J. Jacobi, sur differents objects de la theorie des nombres,” (Crelle, 
tom, XL.) Sur une question relative aux Determinants. Par M. bazın. Liou- 
ville Tom. XVl, p. 145. — Memoire sur le Determinant d'un Systeme de 
Fonctions. Par M.J. Bertrand. Liouville Tom. XVI. p. 212. — Sur un Deter- 
minant dintegrales, definies. Par M. A. Tissot. Liouville Tom. XVIL p. 97 etc. 

Besides that which is here discussed, there is another very interesting and 
apparently important theory lately proposed by Mr. Cayley relating to functions; 
which he calls Ayperdeterminants. 'The general question therein proposed 15, 
„To find all the derivatives of any number of functions which have the property 
of preserving their forms unaltered after any linear transformations of the varıa- 
bles. By derivative is to be understood a function deduced in any manner whatever 
from the given function, and by hyperdeterminant derivative, or simply hyper- 
determinant, those derivatives which have the property above enunciated.” Of 
this nothing has been here said, but those who are desirous of pursuing the sub- 
ject will find the principles of it lad down in two papers, Camb. Math. Journal, 
vol, IV., and Carndb. and Dub. Math. Journal, vol. I., or in Crelle, tom XXX. 

This Theory has been since extended by Mr. Sylvester in several papers 
in the London and Edinburgh Philosophical Magazine for 1851, and the whole 
subject rernodelled and developed in several ways by that gentleman Mr. Cayley, 


in a series of articles entitled, The Calculus of Forms, and The Theory of 


Permutants, Commutants, etc. ın the Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal for 1552 — 1853. 
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S.1. 


On the formation of Determinants. 


In order to designate a certain system of objects, quantitative or other, it 
is usual to employ either different letters, such as 


„u..... nn 


This notation being especially useful when the number of letters is of the form 
mn since they may then be arranged in m vertical and n horizontal, or n verti- 
cal and zn horizontal rows; in the case when m and n are equal, the letters may 
of course be arranged in a square. It is however more simple and not less ge- 
neral to write down only the suffixes omitting the letters to which they might 
have been appended; so that instead of a system of mn letters the following 
may be used: 


(1.2) (1. 2)..... (1. m), 
(2. 1) (2. 2)..... (2. m), 
(n 1) (n 2)..... (n. m) 


These symbols which are perfectly general, have no reference to any nu- 
merical value or physical signification; but merely indicate their position in some 
primary arrangement of the system to which they severally belong. Thus, any 
symbol (p, g) in such a system would be that which originally stood in the pth 
horizontal and y th vertical row, counting from the top and the left hand respec- 
tively. Similarly the symbol (7, 2) would be that which originaliy stood in the 
gth horizontal and pth vertical row; but since the numbers employed in these 
symbols have nothing whatever to do with the nature of the quantity or operation 
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whose position they determine, the symbols (p, 9) and (g, p) have in general no 
relation or connexion with one another. 

A rectangular array of mn symbols, as above, is called a Matrix, 
which may be either square or oblong, according as m is equal to, or not 
equal to n. 

A Determinant ıs a function formed from a square matrix, according to 
a certain law explained below, and the symbols constituting that Matrix are called 
the constituents of the Determinant. When the Matrix consists of n vertical 
and r horizontal rows, the Determinant ıs said to be of the nth degree; because 
as will be hereafter seen, it consists of an assemblage of terms each of which ıs 
of that degree ın the constituents, If the Determinant (supposed to be of the 
nth order) be perfectly general the matrix, will consist of r perfectly indepen- 
dent constituents; but the independence of the constitnents is not essential. In 
fact, any relation whatever may subsist between any or all the constituents, and 
a Determinant be nevertheless formed from them; but the Determinant so formed 
will, as might be expected, possess different properties according to Ihe nature 
of those relations. ‘The principal varieties so arısing will be noticed in the course 
of thıs work. 

It will be noticed that the constituents (1, 1), (2,2), .. (nr, n) will then 
form the diagonal row passing from the upper left hand to the lower right hand 
corner. These constituents are called the Principal Constituents; and the dia- 


gonal the Principal Diagonal; and it may further be remarked that to pass fronı 


- 


c 


a horizontal to a vertical row, or vice versä, it is only necessary to interchange 
the two numbers ın each of the constituents, 1. e, to write (7, p) for (p,g) or, (p, 9) 
for (9, p). In any constituent, such as (p, 9), the number p may be termed the 
horizontal and g the vertical index; because the first symbolical number of any 
constituent always indicates the horizontal row, and the second the vertical row to 
which it belongs ın the primary arrangement of Ihe system, The Constituents 
(p. y) and (g, p) may be called Conjugate Constituents. 

There are varıoussymbolical forms for expressing a Determinant suggested 
by the various ways ın which the function may be regarded; sometimes the con- 
stituents are written ın full, sometimes merely indicated by symbols to be combi- 
ned in a particular manner, but when the former is the case, they will generally 
be expressed by the notation used above. Thus the square Matrix, forming the 


subject of the present considerations and arranged in its natural order, will be as 


follows: 
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(1.1) (1. 2)..... (1 n) 
(2. 2. 2)..... (2 n) 


-„-—... nn. nn. nn. eek 


(1.) 








and the same matrıx with a vertical line on either sıde of it thus: 


DD... (1 n) 
2.2) (& 2)..... Zn 
U reise 
(n 1) (n 2)..... (n. n) 








ıs used to indicate the Determinant formed from those n? Constituents. It is some- 
time convenient to represent the group of Determinants, which may be formed 
from an oblong Matrix, by a single formula; this is done by arranging the Matrix 
so that its longest side is horizontal adding a double instead of a single vertical 


line on either side of it so placed, thus, supposing that a >, the formula 


(1,1) (1, 2) ..... (], m) 
(2, 1) (2, 2)...... (2, m) 


...n.an ee 


3.) 








will represent all the Determinant which can be formed by selecting rn out of the 
m vertical rows from the matrıx. 

Any Determinant formed from a less number of these constituents is cal- 
led a Minor Determinant of the determinant (2), and is said to be a fırst, se- 
cond -.--- Minor, according as it consists of (n — 1)?, (n — 2)? -...- of the given 
n” Constituents. Thus a first Minor of the above Determinant wculd be formed 
by omitting uny one horizontal and any one vertical row from the Matrix. Simi- 
larly a second Minor would be formed by omitting any two vertical and any two 
horizontal rows from the Matrix; and so on. Until an /th Minor would be for- 


med by omitting arıy ı horizontal and any { vertical rows from the Matrix. The 


following are examples of First, Second ..... Minors of the above Determinant: 
(2,2) (2.3) ..... (2 n) (2,3) (2.4)... @. 1) | 
(3.2) (3.3) ..... (3 n) (3.3) (3.4) ..... (3.1) 


.—...... nn... terre — — || — — II I ee Eee) 
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(3.3) (3n) ..... @n) | ET ET (1,n— 2) | 
(4.3) (n.n) .... (mn) u 7. 7 TWORRRSEIG (2,n — 2) 
| (n 3) (n.n) ..... (n. n) (n—2.1)(n— 2.2) ..... (n—2, —n— 2) 


in which the Constituents are supposed to be reckoned in their cyclic order. 


And generally speaking, if 
N, Tlyy .. Ta, 


be any zZ numbers of the series 


and 


also any z numbers of the same series, an zth Minor of the Determinant will be 


represented by 


| (n:3 n,) (n,; ER (n,, n;) 
(4.) (n,,n,) (n,, n,) eu. (n,, n;) 
. 
| d d = d 
| (ns DB) (Nas Ra) ur. (n,, n;) 





and it may be here noticed, that the (2 — 1)th Minors are the Constituents ofthe 
Determinant themselves. But as there are n horizontal and n vertical rows in 
a Determinant of the nth degree, there will be n First Minors formed by the 
omission of the n horizontal rows in turn, and the same number by the omission 
of the n vertical rows ın turn; so that there will be n? First Minors of a Deter- 


minant of the zth degree. In the same way there will be 


n? first Minors, 


(n— 1 
( 123 ) second Minors, 





-—-—. ..... „nm. nn... ..n. nen. na eeereee 


In order to form all the first Minors of a Determinant of the nth degree, e. g. 
we must omit all the horizontal rows in turn, which we emit each one of the 
vertical rows in turn; or, what is the same thing, we must take all the combina- 


tions of the horizontal rows, taken (2 — 1) and (n— 1) together with each of 


the Combinations of the vertical rows, taken (n — 1) and (n — 1) together. The 
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ithe Minor consisting of any 7 horizontal and any : vertical rows, and the (n-i)the 
Minor consisting of the remaining(r—i) horizontal and the remaining (n—i) ver- 
tical rows may be called Cornplementary Minors. 

The actnal form of a Determinant, ı. e. the developed function of which 
(1) is a symbol, will be best explained by writing down the full expressions for 
the degrees 1,2,3,4, and the successive steps by which those expressions are 
obtained. The following equations, which must be regarded as one definition 
of a Determinant (as far as concerns Ihe degrees 1, 2, 2, 4), deserve study, since 


from them the whole structure of a Determinant may be learnt. 


Id.D|= d.D 


(5.) I1.9(.29|= (d.1/2.29|-(1.9)@2.1D|= (1.1) (2.2) — (1.2) (2.1) 
2.1) 2.2) 

1(A.9(1.2) (1.3) = (1.1) | (2.2) (2.3))+(1.2)| (2.3) (2.1) + (1.3)/2.1/2.2) 
\® 1) (2.2) (2. 3) (3.2) (3.3)) 3.3)@.D (3.182) 
' 3.1.9. 3) | 
(6.) —= (1.1) (2.2) ( Eu (2.3)} = (1.1)(2.2)8.3) — (1.1(3.2)(2.3) + (1.2)(2.3)(3. y 
+ (1.2) !2.3)3.1) — 33)2.1D)) — (1.2)63.3)(2.1) + (1.3)(2.1)@.2) — (1.3)(3.1)(2.2) 

+ (13) 12.8.2) — 3.1)2.2)) 
(1.1) (1.2) (1.3) 1.4))= (1.1) (2.2) (2.3) (2.4) — (1.2)/(2.3) (2.4) (2.1)) 
(2.1) (2.2) (2.3) (2.4) (3.2) 3.3) 3.4) 3.3)8.9@.D 
(3.1 8.2) (3.3) (3.4) (4.2) (4.3) (4.4) (4.3) 4.4) 4.) 

(4.1 (4.2) (4.3) (4.4) 

+ (1.3) (2.4) (2.1) (2.2)/ — (1.4) (2.1) (2.2) (2.3) 
3.498.182 (3.1) (3.2) (3.3) 
(4.4) 4.D (4.2) (4.1) (4.2) (4.3) 
(7) £ = (1.1@2.2) 8.3) (4.4) — (1.D) (2.2) (3.4) (4.3) + (1.1) (2.3) (3.4) (4.2) 


ı— (1.1 (2.3) (3.2) (4.4) + (1.1)(2.4) (3.2) (4.3) — (1.1) (2.4) (3.2) (4.3) 
— (1.2)(2.3)3.4)(4.1) + (1.2) (2.3) 3.1) (4.4) — (1.2) (2.4) (3.1) (4.3) 
+ (1.2)(2.4) (3.3) 4.) — (1.2) (2.1) (3.3) (4.4) + (1.2) (2.1) (3.4) (4.3) 
+ (1.3) (2.4) 3.1) (4.2) — (1.3) (2.4) (3.2) (4.1) + (1.3) (2.1) (3.2) (4.4) 
— (1.3) (2.1)(3.4) (4.2) + (1.3) (2.2) (3.4) 4.) — (1.3) (2.2) (3.1) (4.4) 
— (1.4) (2.1) (3.2) (4.3) + (1.4) (2.1) (3.3) (4.2) — (1.4) (2.2) (3.3) (4.1) 
+ (1.4) (2.2) (3.1) (4.3) — (1.4) (2.3) (3.1) (4.2) + (1.4) (2.3) (3.2) (4.1) 


The law of formation of these functions will be sufficiently obvious, if it 
be noticed that when that number of rows (horizontal or vertical) is odd, the terms 


in the first stage of the dev elopment are all posrtice, and when the number is even 


the terms are alternately positive and negatice. 


The construction of Determinants of the th order is precisely the same a 


28 
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that ofthe particular cases above noticed, and since the lJaw by which determinants 


of the orders 1, 2, ....- are constructed is sufficient for the formation of a deter- 
minant of the order zz, we may proceed to construct a function of the same kind 
as those of the orders 1, 2....-- The function in question will therefore be writ- 
ten thus: 
v=|(d.D1A.2..... (ln) 
(2.1) 2.2) ..... Qın) 


(8.) 


mn, 82n 2 ee 








the law of formation being as follows: 








V= (1.1) | (2.2) (2.3) ..... (2.2)| = (1.2) | (2.3) (2.4) ..... (2.1) 

(3.2) (3.3) .....(3.n) | 3.3) 8.4) .... &.D, 

9, (n.2) (n.3)..... (n.n) '(n.3) (n.4) (0.0) 
u +... 2(.n) |.) (2.2).....@.»—1) 
| 8.8.3 .....(8.n— 1) 
RRRE EURE FREE FRE 
| (2.2) (n.2)..... (n.n—)) 


the upper signs being taken when the number of rows is odd, and the lower when 
it is even. It will be observed that at each stage of the development the expres- 
sion consists of an assemblage of terms formed by the product of a certain number 
of Constituents multiplied by a Minor, whose degree of minority is equal to the 
number of Constituents in that product, and moreover, that in the development 
of any Determinant for the coefficient of any Constituent that Minor is selected 
which does not involve either the horizontal or the vertical row to which the Con- 
stituent belongs. And as this rule holds good throughout the development, i. e. 
in developing each Minor in succession, it follows that each horizontal and each 
verlical row will be represented once, and on!y once, in each term of the final ex- 
pression. In other words, the final expression will be an assemblage of products, 
each consisting of 2 Constituents such that each of the symbolical numbers 1, 2..n, 
will appear once, and only once, as the horizontel index, and once, and only once, 
as vertical index. 

It remains however to determine the rule for the sign of each term in the 
final expression. In the first place, it will be observed that each successive factor, 


reckoned from the left hand in each term of the result ıs taken from a Determi- 


nant whose degree is alternately odd and even. Now in the first stage of the de- 
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velopment of aDeterminant of an odd degree, every term is positive; or, in other 
words, every horizontal index in the first horizontal row, gives rise to a positive 
sign: while in the first stage of the development of a Determinant of an even de- 
gree, Ihe terms are alternately positive and negative; in other words, in every ho- 
rizontal row, every odd horizontal index gives rise to a posilive, and every even 
horizontal index to a negative sign. 

In the first example given above, the fırst term (1, 1) (2, 2) ıs positive 
as ıs invariably the case; and the second (1, 2) (2, 1) negative, because the ho- 
rızontal index of the first factor is even. Similarly in the second example, the 
first term (1, 1) (2, 2) (3, 3) is positive, because the horizontal index of (1, 1) 
belonging to a Determinant of an odd degree, gives rise to a posilive sign, that of 


(2. 2) considered as belonging to the Determinant 


(2, 2) (2, 3) | 
3,2) 8,3) 


ıs odd and gives rise to a positive sign; and that of (3, 3), considered as belon- 
ging to 

18,3) 1» 
a determinant of an odd degree gives rise to a positive sign. In the same example, 
the term (1, 1) (3, 2) (2, 3) is negative, because (1, 1) belongs to a Determinant 
of an odd degree and gives rise to a positive sign; the horizontal index of (3, 2), 


considered as belonging to the Determinant of an even degree 
(2,2) (2,3) 
(3,2) (3, 3) 
is even and gives rise to a negative sign: while (3, 2), considered as belonging to 


3.2) | 


a Determinant of an odd degree gives rise to a posıtice sign. There will thus 
be two positive and one negative signs, giving a negative result. And similarly 
for the other terms. 

It hence appears, and the remark is obviously general, that in calculating 
the sign of any term in any Determinant, it is necessary to pay attention only 
to the factor in thatterm which are to be considered as belonging to Determinants 
of even degree, ı. e, to the Ist, 3rd.. zth if n be even, to the 2d, 4th... nth ıf 
n be odd. 'Thus taking any term from the third example e. g. 


25* 
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(1,3)2,4)8,1) (4, 2), 


we need consider only (1, 3) and (3, 1): the first of these, having an odd hori- 


zontal index, g 


horizontal index, also gives rise to a positive sign; the resulting sıgn will conse- 


ives rise to a positive sign, and the second having likewise an odd 


quently be positive. 
Now in all the investigations here considered, the numbers are always to 


be reckoned in their eyclic order ı. e. considering 
Br 


as the natural order; the same order is to be presery ed whatever number be se- 


lected as the fırst ; thus ıf z be selected as the fırst, the eyclic order will be 


This being understood, it will be possible to determine whether any given 
constituent factor in any term of the final result, have an odd or an even horı- 
zontal index in the Determinant towhhich it ıs supposed to belong by considering, 
whether its horizontal index be an odd or an even number of places beyond the 
horizontal index of the constituent factor immediately preceeding; it being always 
understood that the factors in the terın are so arranged that the vertical indices 
stand in their natural order. 

The rule then comes to thıs. Arrange the constituent factor in each term 
so that the vertical indices stand in their natural order, and selecting the Ist, Ird.. 
or 2nd, Ath.. (according as the given Determinant be of an even or an odd order), 
determine whether the horizontal indices of those factors are an odd or an even 
number of places from those of their immediate predecessors respectively; the 
terms, in which the number of places is odd, are to be taken positively , those in 
which it is even, negatively; the product of the signs will give the sign of the 
result, 

It has been seen above by the law of its formation, that a Determinant is 
the sum of a series of homogenous products, and M. Jacobi and others have in 


consequence adopted the fullowing notalıon 
= 34/1, 1), 2,2 -.- (n, n), 


so that by the right-hand side of this equation Is ındıcated the sum of terms 


formed by all possible interchange of the first (or second) members of the binary 


combiuations (1, 1) (2, 2) ...... (n, n), subject tothe condition that in each product 
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all the first members shall be different, and likewise all the second members. The 
term (1,1) (2, 2) --.-- (n, n) may be called the Principal Term. 

With respect to the rule of signs in this case, it is to be observed that when 
the horizontal indices of two consecutive factors in the final result are an odd 
number of places apart, those indices must have been permuted trough an even 
number of places (zero being here considered as an even number), to bring them 
into contact, and that when they are an even number of places apart, they must 
have been permuted over an odd number of places; and consequently, when the 
number of permutations, necessary to be performed upon the natural order to 
produce the order in the term in question, is even, the sign will be +, and when 
it is odd ıt will be—. And thus the rule may be expressed in the usual form: 


The sıgn of each terın will be + or —, according as it is deducted from 
(1,1) (2, 2) -...- (nz, n) 


by and even or odd number of interchanges of the horizontal indices. 
The notion of permutations in the formation of a Determinant suggested 
an abbreviated notation to the mind of Mr. Sylvester. To quote his words: „My 


method consists in expressing the quantities Iiterally as below: 


EEE EEE TEE TE ET Eee 


2... 2 ar 


„Each quantity is now represented by two letters: the letters themselves taken 
„separately, being symbols neither of quantity nor of operation but mere um/rae 
„or ideal e/ernents of quantitative symbols. We have now a mean of representing the 
„Determinant above given in a compact form; for this purpose we need but to 


„write one set of umbrae over the other as follows: 


a] da „...» d,„ 


„IÜ we now wish to obtain the algebraic value of this Determinant, it ıs only ne- 
„cessary to take a,, 3, +---- a, in all its 1. 2..... n different positions and we 


„shall have 
\ Q, Ay +++ A, 





[a 00 2 


= >: (@ a na +0, ) 
9, 8 e 
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„in which expression @,, ®; --+-- 9, represents some order of the numbers 
„I, 2... 72. (Phil. Mag. April 1851.) 


Dropping the subject and writing 7 for ©, as before, we have 





v=(1,2..... n 
10. 
( ) 1, ne n 
(11.) a z=|(l, 1) (2, 2). (ny 1,)|, 


the rule of signs remaining as before ; suppose however that the horizontal indices 
of the constituent factors in each term of the final result, instead of the vertical, 
be arranged in their natural order. To produce this new arrangement it is clear 
that the same number of permutations (but performed ın an inverse manner), as 
that by which the original was produced, is necessary ; and consequently the rule 
of sıgns will still hold good. This change, it will be observed, is equivalent to 
developing the Determinant, by the law given above, according to its horizontal, 
instead of its vertical row. It therefore follows that 

Theorem I. The developed expression of a Determinant remains unchan- 

ged, whether ıt be developed according to itshorizontal or its verticalrows. 


A result which may be thus algebraically expressed: 





| (1,1) (2,2)..... (1,n) | (1,1) (2,1)....- (n,1) 
12) | 2 1222,82... (2, n) | ii (1,2)(2,2) -..- (n, 2) 
m ee Wa ERREGER 
|(n, 1) (n, 2) ..... (n, n) | ı(1,n) (2,n).-..-- (n, n) 
z=#j(,4) @ 3) (7) = F# (1) (2) (id, n)| 
Gı Ay «+... a) ka a2 + a, 
u. „o.i “ GL Gy ++... Aa, 











The above principles enable us also to establish an other theorem. Con- 


sıder the determinant 


and let a,  -----», 4 be any whole numbers such that 
atß+t.---- + +k=en: 


then by takıng a vertical rows out of the first a horizontal rows, and forming 


the determinant 


(12...) 
8... 











5. Spottiswoode, on Determinants. 223 


and, similarly, taking the next £ vertical rows out of the next ß horizontal rows, 


and forming the determinant 


a+la+2-...a+ß 
a+la-+r2..... a+ß | 


and so on, until last k vertical rows be taken out of the last k horizontal rows ; 


then forming the determinant 


(a+ß+ Li e+la+tß+...- OB. atrß+....- o+k) 
Ia+ß+ BERN e+la+ß+ a o#2 .... a+ß+ BE. o+ kV 


it is clear that the product of the Determinants will give all the terms arısing 
from the Constituents which lie on the squares about the diagonal of V, and by 
extending the sign of summation to all combinations in which no vertical row is 
twice employed, all the combinations in the determinant V will be produced ; and 
ıf moreover the sign of the product be made positive or negative, according as it 
requires an even or odd number of interchanges of vertical rows in V, to bring 
the determinants so formed all upon the diagonal of V, there will result 

\ irn a | a+la-r2 ..... B v+1lv-+2:.... k 


Bu allarla+2..... RN BU v+1v+r2.....k 





(13.) 





. PER n 


Hence the following theorem: 
Theorem II. /f in a determinant of the nth order, a, ß,--.-: k be 
whole numbers such that a+ ß--- +k=n,the determinant may 
be expressed as the sum of the products ofthe determinants formed 
from all the groups of a vertical rows ın the first a horizontal rows, 
from allthe groups of ß$ vertical rows in the next 3 horizontal rows, 
and so on, it being obserced that no vertical row ıs to be twice em- 
ployed. 
Thus for example: |(1,1) (1,2) (1,3) (1.4) 
2.1,9 2,3) 2,9) 
3,1 ,29 8,3) 8,9 
(4,1) (4,2) (4, 3) (4, 4) 
(1,1)(1,2) 3,3)8,4) + (1,3) (1,4)| 3,1) 3,2) + (1,1) (1,4) 3, (3,2) (3, a) 
(2,1)2,2)||(4,3)(&4), \2,3)(2,4)| (4,1) (4,2)) |(2,1)(2,4) |\( (4 ‚2)(4,3) 
— /(1,1)(1,3)|1(3,2) 8,4)| — (1,2) (1,3)| 8,4) (3,1) — | (1,2)(1,4) (3,1) 8, 3) 
anaslanas| erenlanan| eyaslanas 
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In this way, ıf 





we have 
(13) 12....- \=zt|, 1-3 he a-+2..... a, (—Nalr—l)a+tle...n] 
"112... n 13... a la+la+2... 2a \(r—I)a(r—l)a-+1....n| 


and, by makıng r equal to the various divisors of n in succession, we have all 


the possible forms ın which the Determinant can be exhibited as an assemblage 


of products formed from factors of the same order. Thus: 


xs=1{(1,D (2,2) (8,3) (4, 4) (5, 5) (6.6) } 
a 15, (96 


{ 





jı2(| (34( 156 
ee 4156) 
(1123 456) 





\ 


Eee 
1123456, 


It follows also from this that Determinants, whose order is a prime number, can 
be exhibeted in only one form. 

It was seen from the expressions developod above, that in determinants 
of the orders 1,2, -...- „If two vertical (or horizontal) rows be interchanged, the 
sign of the determinant itself ıs changed; and if thıs hold good for determinants 
of the (nr — 1)th order, the signs of all the determinants on the right -hand side 
of the expression for 7, with the exception of the two consecutives, each of which 
contains only one of the rows in question, will always be changed. 


The pair of terms (before the interchange of rows) ıs 


A1.:—-D| (Li) AiHD-A1i 2): (2) | (1 +b A,:+2)-(1,7—1) 


2,1) (2,7-+1)'-(2,:—2) (2.741) 2,42) (2,i—V) 
(@) | Srenannsnannnannansnnnnbennnanne (2) | Sinne scher eier | 
(ni) (n.i+1)"(n,i— 2) (nsi+1) (n.7-+2) (n,7—]1)) 


and have the same or different signs, according as n is odd or even. They be- 

come by the ınterchange 

(1,2) (1,:—1) (Li+1)..(1,7—2) (1,7—1) | (L,i#1)(1,7+2)- (1,2) 
(2,i—1)(2,i+1)..(1,i—2) (2,i/+1)(2,7+2)*(2,i) 

(a‘) | FRE TEREN OR UN TEE DE. 07 0 | (2) | TREUEN AOL ee 
'(n,i—1) (n,?+1)..(n,’—2) |  (n,i-+1) (n, i-+ 2) (n,:) 
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Now if rn be odd, these expressions have in their present forms the same 
explicit signs (both +) as (a) and (); but when we remove the fırst vertical row 
in each determinant to the end, their sign is changed. If n be ecen, the removal 
of the first row to the end does not change the sign, but then (a’) and (5°) acquire 
opposite signs to (a) and (£) by the first interchange of rows. 

So that whether n be odd or even, the result will be a change of sign, and 
consequently the sign of the whole determinant will be changed; and since this 
is the case for any two consecutive rows, it will be the case for any other pair of 
rows, since one of the pair will have to make an odd number and the other an 


even number of interchanges; hence finally, 


(1,1) (1,2)..(1,2)..(1,7)..(l,n) =— | (1,1) (1,2)..(1,7)..Cl,2)..(1,n) 
(2,1) (2,2)..(2,7)..(2,7).. (2,7) (2,1) (2,2)..(2,7)..(2,7)..(2,n) 
(nm, 1) (n,2)..(n,1)..(n,j)..(n,r) '(n,1) (n,2)..(n,j)..(n,2)..(n,r) 


or (1 706 IR: A | 
1 ee Be 


ET FE 
| 1 32.7.4, | 

Hence 

Theorem III. /ftwo vertical or horizontal rows are interchanged, the 

signs of the determinant is changed, 
and consequently, when two vertical (or horizontal) rows become identical, the 
determinant will be equal to itself with its sign changed; in other words it will va- 
nısh, ı. e. 


(1,1) (1,2)..(1,)..CU,n).. (Un) =0 
(2,1) (2,2)..(2,;)..(2,:)..(2,7) 


(15.) 


1B..85 
um 


or 1. 
== 6, 
Ion 





Hence 
Theorem IV. Jf two vertical or horizontal rows become identical, 
ihe determinant vanishes. 


The same properties may be proved more concisely as follows: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 29 
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el 112) vr de 
>E- = 
12..ı BETIEEE VeReZ 
12] 1 Rare 
u 
'21\ BR. N 
sınce 
au (12) 
se 67 . 
and 
warme * 
TI32.3.:3.0 
_ ug) j12. "\=0 
5 112. n 
sınce 


In certain cases a determinant degenerates into the product of two others; 
thus, ıl 


@,3) 9, ,2)=0, +. (v.’—1)=0 
G(+1,D)=0, (+1,2)=V0..... (+1, ’—-1))=0 
(nn, 9 n,2)=0, +... (n,c—1l)=V 
then the determinant 
='1,1(,2) ---- (1,9) .....(l,n) 
(2,1) (2,2) --.- (2,7) -...- (2, n) 
G—1,1)@—1,2).--.. (.—1,1)....- ((— 1,n) 


ö a tee (i, !) ..... (1, rn) 


...... nr... .....„m... nn. .n.....„.„...n.„.„.n... rn nen 


ri EN (n, 2) ..... (n, n) 


may be successively reduced until the determinant 





(7,1) (.i+D - (Gn) | 
(+ l,:) (+ l,’+ 1) .. (i+ l,n) | 


.......n. —.n nn... nm... „m... .._.....n.n... sn. ......„.n„.„.... 
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is a common factor of all the terms, the otber determinants of the order (n — 7) 
vanishing, for at the (/— 1)th stage of reduction there will remain only the de- 
terminants formed from (n—/+1) lower rows: but since there are only (n — ’-+]) 
vertical rows ın thıs group, there can be only one determinant, viz. that mentio- 
ned above. Again, takıng the first vertical row as the primary, and developing, 


it would be found that the determinant may be reduced until 


N I a 
eu) a ae 


-.._.._.—. . . nn. ...n.n...„.m nn BE ER Tr T EETBEETTTEETTTET EEE ee“ 


ıs a common factor; but as the whole determinant ıs homogeneous, and of the 
order 2, ıt follows that its absolute value is equal to the product of these two 
last determinants; moreower the sign of the product will be the same as that of 


the given determinant, since the signs of Ihe terms 


(1,1) (2,2) ı$ (n,.n) 
(1.1) (2,2) .((—1,7’—]) 
(7,1) +1,’+1).. n,n) 
are all + ; hence 

(1,1) Die A. (re 
(2,1) 2,2) . 9... @,n) 

@(—1,1)(@—1,2)..@—1,:)..(1—1,n) 
m ä > ME 


.-— nr nr 1 EEE ETF ET TEE TE TEE ET TEE Tee 


l 


1,1) 02) . Kbhk:-D se („r+1) .. (in) 
(2,1) 2,2) . &z—1) || G+L)@+Li+l). (d+1,n) 


TEE Ye DE EEE DE ce 32079, >55 (n, 7) (mi+1) .. (mın) 


and sımilarlv. if another set of constituents vanıshed, one of these latter deter- 
minants would be equal to the product of two others, and the whole determinant 
would be equal to the product of three determinants, and so on. The same re- 


sult ıs also immediatels deducible from Theorem Il. 
29 * 





t 
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Hence, 
Theorem V. /f in the last (n — ı) horizontal rows of a determinant 
all, excepting the last (n— 1) vertical rows, vanish, the determinant 
wıll be equal to the product of the determinants formed respectiwely 
from the first i and the last (n— i) horizontal and vertical rows. 
This theorem involves also the following: 
Theorem VI. If in one of the parallelograms which is a complement 
of two squares about the diagonal of a determinant all the Consti- 
tuents vanısh, then all those in the other complement may be put 
= 0, without altering the value of the determinant, 


Amongst other particular cases the following may be noticed: 


Be MIN ER = (1,1) (1,2)... (1, vor 

R PREBISTERTERVEEN, @1) (2,2) .. (2, n) | 
EDOD.: I) | | (n,1) (n,2).. (n,n) 
. (2,1) rc an) | 


.(n,1) (n, 9)... (n, n) | 


|, (12)... (,n)|=(1.D). (2,2)... (nn), 
%& 02.) 


which will suggest many others. 
The properties above established may be thus enunciated: 
Theorem VII. The value of a Determinant of the nth degree is not 
altered by considering it as a Determinant of the (n+1) th degree, 
having units on the Principal Diagonal, und zeros ın all other pla- 
ces in the first ı horizontal and vertical rows. 
Theorem VII. A Determinant, allof whose Constituents on one side 





of its Principal Diagonal vanish, consists of only its Principal Term. 


It will probably have been noticed by the reader (as will be proved gene- 
rally ın $. III.) that in the cases of n = 1,2, ---- the result of the elimination of 
Sry Kay from the equations 
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(1,1), +(1,2)0,=0, 
(2,1) 2, +(2,2)2,=(, 
(1,1) x, + (1,2) x, + (13) 2, = 0, 
(2,1) 2, + (2,2). + (2,3) 2, = 0, 


ıs identical with the Determinant 


'(11)A,29)!1=0, 
21)(2,2) 


(1,1) (1,2) (1,3) = 0. 
(2,1) (2,2) (2,3). 
(3,1) (3,2) (3,3) 


At all events, if this (which is easily verified) be assumed, the following 
exaınple will illustrate the Theorem above established. 


If there exist the three relations 


lx +my+nı: =u =(, 
Wtmytnz=u=(, 


b)ketmytnz=w=l(, 
then 
iImn\=ß®(; 
lm, n, 


| 
‚hmn,| 


but, on the other hand, we may employ three indeterminate multipliers A, A,, A, 


and form the equation 
Au + Au + Ar = (0, 


whence, equating to zero the coefficient of x, Y, z, respectively and eliminating 
X, Ay, Ay, we have the Determinant 
Be | —=(, 








n n, n, 


which must be ıdentical with ihe former result: in accordance with Theorem |. 
Again any system such as 
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(1,1)x, + (1,2)0, + (1,3)x, = 0 
* (2,2), + (2,3)2, = 0 
“ j (3,3)2, = 0 


involves either 


(3,3) Tune 0, or Na — () 


Ihe latter supposition ınvolves either 


| 


vi = m u 0, 


the latter supposition ıinvolves either 


G,D)-# ee a 


l 


0 


’ 
which coincıde with the result given bv Theorem Vi, vız 
(1,1) (2.2) (3.3) = 0, 
The following are examples of the application of these Iheorems: 
Let there be four planes intersecting in a port, two of them passing through 
the axıs ol z, their equations will ihen be: 
lat my+n+k=V0, 
/a+my+n2+hh=V4, 
l,x + my <=, 
I, + my == 0), 


and the determinant formed from them will degenerate ınto the product of two 


others, thus. 


aAm,| Ink |=%, 


I 
! 


hm | |nk| 
which ıs satisfied by either of the following equations, 


Am|=0, |\nkl=0, 


am! In, kl 


the first of which is the condition that the thırd and fourth planes shall coincide : 


the second expresses that the four planes ıntersect in the axıs of zata point where 


h k 1 


Hence, either the four planes intersect in this point, or the thırd and fourth 


coincıde. 
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As another example; the equations to a cone and its recıprocal have been 
shown to be 
Ax’+By’+Cz:+2%(Fyz+Gzx7r+Hay) = 0 
AHGE =0, 
H B F 7 
GF et 
& mn g0 
and ıf 
AB, 4 =8%, 


Ihe fırst degenerates into the two planes 
z=0, 2Gr +2Fy+Cz=V0 
and the second into the two coincident planes, 


Gt, 


IGF| 
| F 7 


“ 


IG& 
| 
| “mn 


| F 7 








which are perpendicular to both of the former planes, as they should be. 


SR 
On the addıtion and subtraction of Determinants. 


Suppose that there be two determinants having z rows (vertical or hori- 
zontal) ın the one equal to z rows in the other respectively; and suppose the rows 
to have been so transposed (Theorern III.) that the 7 rows in question are concur- 


rent; thus, if the z rows be brought on to the lighest level: 


= (1,1) (1,2)... (1,7) (L7+1).. (l,n) 
(2,1) (2,2)... (2,7) (2,’+1).. (2,n) 


v-/.009.. (1,7) ” +1... (l,n) 
'&» 89.8 &i+D .. (un) 


(m) (n,2) .. (n,:) (n,i+1)..(n, rn) 


where (1,7+1), (1,2+2)' ..... (1, n)‘ ----- represent Constituents different from 
(1,7+1), (1,’+2).---- (1,n) .-..- ; these may be also thus expressed: 
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V 12. (+l)'' n 
ul) n | 
12. G+1)- n 
| 12 Gi +1)!“ n! | 


v 


if it be understood that the combination of any two umbrae, such as h‘, g’ pro- 


duces ihe Constituent (h, g). 


Then by (theorem I): 


V=2#(]1 Zu ee 
(12 en IG+]1l)..n 
1:3 


halt lern im! 


and consequently, the first factor being the same ın both: 


v£EVo22(12.. Br (+1)..n I 
(1 De (+]1)..n .\# ((+1)'.. w 
which is ihe most general form for the addition and subtraction of Determinants. 

This result may be enunciated thus: 
Theorem IX. The sum of two Determinants, in which / rows (on a 
certain level) are respectively equal, is equal to the Determinant, whose 
ith Minors on the aforesaid level are identical with the correspon- 
ding zth Minors of each of the two given Determinants, and whose 
(rn —)th complementary Minors are respectively the sum of the com- 
plementary Minors of the given Determinants. 

When two determinants differ in only one row of the Constituents, thıs 


reduces itself to the ordinary formula, vız. 


vEV=- (11)(1,9)- (I,n)&(,n) | = 


2.) (2,1) (2,2) -- (2,2) # (2,n)' 


(n,1) (n,2) - (n, n)=(n,n)‘ 








Inversely, a Determinant of the form Y“ may be resolved into the sum of 
two of the form v and y“. 


A more general form of this ıs easily seen to be true; thus, 
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(1,1)+(,1’+ + (1,2) + (1,2) +... (1,2) + (1,n) + 
(2,1) -+ (2,1) + (2,2) + (2,2) + -... (2.2) + (2,7) + 


I(n,1)+(n,1)‘ + (n,2) > 2)’ + ---- (n,n)+ (n,n) + 


(3). 








= | (1,1) (1,2)*-(lyn) |#| (1,1) (1,2)--(1,n) |++ (1,1)/(1,2) (Iun)'i+-- 
(2.1) 2,2) (2,7) | (2,1)' (2,2) (2,7) | (2,1)‘(2,2)/-(2un)‘ 
| 


BEREITEN N een | 
(n,1) (n2) (nn) (1) (n,2)- (n,n) (n,1)‘(n,2) (nn) 


Hence the following theorem may be enunciated: 
Theorem X. 7he determinant each of whose constituents is the 
sum of several others, ıs equal to the sum of the determinants formed 
by all possible combinations of eertical rows, one being taken out 
of each paır found in the giwen determinant. 


If ihe number of terms ın the fırst vertical row be p, that in the second 


q, and so on, the number of determinants will be p.  -+---- 

It may further be observed that if any vertical row of constituents, such 
as (1,1), (2,1)/,....., be identical with any other, such as (1.2), (2,2), ....., 
the determinant containing those rows will vanish. 

IH 


(1,1) = (1,1) ,4,2) = (1,2) = (ln) = (l,n)' = -- 
2,1) = (2,1) = :-,(2,2) = (2,2) = +, (2,n) = (2,2) = »- 


(n,1) = (n,1)' = -,(n,2) = (n,2)' =, (n,n)= (n,n) = - 


we have the relations 


mV= | m (1,1) (1,2) .. (1,2) EN (1,1) m (1,2)... (l,n) LEE 
m (2,1) (2,2)..2,n) | |, m (,2)..(2,n) 
Be cause N EM RERERE 
m (n,1) (n. 2)... (n, 2) |  (n,1) m (n,2).. (n,n) | 


hence 
Theorem XI. J/fthe whole of a vertical or horizontal row be multı- 


plied by the same quantity,, the Determinant ıs multiplied by that 


quantıty. 
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$. ın. 


On the connexıon between Determinants and linear Equations. 


On examining the form of the function resulting from the elimination of 
1, 2,3. - variables from the same number of homogenous linear equations, it 
will be found that it is identical with that of a Determinant of the degree 1,2, 3.. 


respectively. Thus, by eliminating &,, &, from the equations 
p y y 5 Iıs q 


1,1) ©, + (1,2) , = 0 
(2,1) ©, +(2,2) 2, = 0, 


we find 
(1,1) (2,2) — (1,2) (2,1) = 0 
1. €. 
(1,1) (1,2) ka 
(2, 1) (2,2) | 
or 12} j. 
kamyı > 


and the same would readily be found in the case of three variables and equations. 
Suppose that this holds good for rn variables and equations, then 
| (1,1) (1,2) .. (1,2) 
| (2,1) (2,2) .. (2,7) 


„m... .....n.....n..n ........ 








Re (n,2) .. )n,n) 


will be the result of the elimination of &,, &2 **""* x, from the equations 


1,Da, + (1,9, ++ (l,n)r. = 0 
(2, Ir, + (2,2)r, +. + (2,n)x = 0 


(1.) 


...... nm... nn. rn ._. nn nn reekeheeereeeesrerenseeeee 


If, however, the second members of these equations, instead of being zero, 
are Urs Ugs +++ U„, the system may be written thus: 


(a. 1) — = x + (1,220, + + (l,n)a, = 0 


(@. D-2)2+ (2,2)8; +: + (&,n)x, = 0 


-...n rn, PT Tr TR Tr TEE TE T IT TED HT EB ET ET ET ET ET TE TEE TE Er ee 


((n, ) — ) x + (nm,2)2, ++ (n,n)x, = 0 
1 
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and the following determinant deduced, 
(1,1) (1,2) - (1,n) 


@&1)+2@,2):-@n) 





or, by Theorem IX, 


ADAD- Am |m=| u (2): (in) | 


(2,1) (n,2) -- (n,n) | Un (2,2) » - (n,n) | 


(2.) 


with similar expressions for %,, &, +» &,;5 so that the given equations are comple- 


tely solved. If moreover 
u=-(,0), % = — (2,0)r ..... , m = — (n,O)r, 
it would be found, by the method employed above, and by Theorem IV., that 


X: ine + I, 
= (DI m |:E] 93-10 |: ANAND, 
| (2,1) (2,2) -- (2,7) | (2,2) (2,3)-- (2,0) | (2,0) (2,1)-- (2,2 —1) | 


(3.) | ’ 


BRITEN TREE NUITEENCHHRN.- Er ee u | 
| | (2,1) (m2)--(mn)| | (22) m,3)-- (1,0) | (2,0), - ma —)) | 





the upper or lower signs being taken according as (n + 1) is odd or even. And 
if in addition to the given equations there exist the relation 


(0,0)z + (0, Dr, + + (0,n)zı =0, 


the substitution of the values of the ratios ©: x, : .. x, from the previous equations 


will give rise to the determinant 


(0,0) (0,1) -- (0,2) | = 0 
(1,0) (1,1)-- (1,0) 


(2,0) (n,1) »- (2,2) 


’ 








wich is tberefore the result of the elimination of x, &,,.. x, from the (n+ 1) 


linear equations 


30* 
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(0,0)2 + (0, Dz, + + (0,n)zr = 0 
r\ A1,09)z+(,Dz, +++ (ln). = 0 


m Eu: re m [3 . . “ . * . . . u 


(2,0)2 + (n, Dr + + (n,n)zn =0 


Andas it has been shown that this holds good in the cases where n=1,n =2,.., 


ıt follows 


Theorem XI. 4 determinant of the order n is ın general the result of 
the elimination of n variables from n linear equations, whose coeff- 


cıients are the constituents of the determinant. 
Conversely, 


Theorem XII. /fa determinant of the nth order vanishes, a system of 
n homogeneous linear equations, the coefficients of which are the 


constituents of the given determinant, may always be established. 


By Theorem I it also appears that this theorem holds good whether the 
determinant be resolved aceording to its vertical or its horizontal rows. 

Besides the cases noticed in the introductory section , the following are 
examples of this theorem. 

The condition that three straight lines may be parallel to one plane, will 


be given by the elimination of x, y, z, from the equations 


lx my +nz = 
a +my tn: =V0 


,ac + my Anz =Q, 
1.e. by the determinant 
!mn|\=U$. 


| ) m, n, 


\h, m,n,| 


The condition that four planes may pass through a point, will begiven by 


Ihe elimination of x, Y, z, from the equations 


x #my t#nz2 +k =0 
We t+my+nz2+Kk=V0 
,x + my + 12 + k, = 0 
etmy+tnz+ k,=0, 


1. e. by the determinant 
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Imnk|\=0 


Am,n, kı 





L,m,n, k, 
I, my nz k; | 
all of which, when developed, will be found to agree with the usual conditions. 

The following example is of frequent occurrence in geometrical questions. 

To find the equation to the cone recrprocal to the cone 
Aa? +By’+C2’+2 (Fyz+Gzx+Hay) = 0. 

If &, 7, & be the co-ordinates of a point on the reciprocal cone, the con- 
ditions that the radius vector of this point shall be perpendicular to the tangent 
plane along the line containing the point (x, Y, 2), will be: 

Ac+Hy+G+9%&=0 
Hr +By+Fz+ 9% =V0 
Ge+Fy+CG+0%=0 
Ext y tz ==, 
Hence eliminating ©, y, 2, 9, together, the equation to the reciprocal 


cone will be: | 
| A HG&E =V0. 


HBF» 
| a 
IGFCE 


|& „50 





The equation to the given cone may also be thrown into the form of a 
determinant; for writing the above equations in the following manner: 
GE +0 +0 +Ar+Hy+G=V0 
0+9,+0+Hxe+Bby+Fr=0 
0+0 +093+Gce+Fy+G=0 
xE +Yn+ ze) +0 == ©, 


and eliminating 0&, On, O3, there results 


100Ax+Hy+Gz | 
010Hxc+By+Fz 
00 1Gc+Fy+C:z 
xyz 0 


v. 
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The same method is obviously applicable to any surface ofthe second order, and 
the equation 


Aa?+By+C2’+2(Fyz+Gz2+Hay)+Le+My+Nz—K=0 
may be written in either of the following ways: 


100 Ax+Hy+CGz+L 0 
010Hxc+By+Fz+-M 
001Gz +Fy+G+N! 


ayYz K 





or 


1000 Ax+Hy+Gz| =0. 
0100 Hx+By-+ Fz 
0010 Ge+Fy+ Cz| 
0001 La+My-+ N: 
ayz] K 








Another form of the equation to a surface of the second order, similar to 
that to the reciprocal cone, will be given hereafter. 


$. IV. 
On the Multiphcation of Determinants. 


Let it be required to multiply together the two Determinants 


me .. n‘) 


"2 ” 2 er 


en wi.,.0 
DD. , = (1,1) (,2).. (ln) | 
&D@&9.. nm), Na. an 
.16@9..@n) tn) (4,9) .. (un) 


Now bv what has gone before (Theorem V), we have 
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- WVW=|#x..* (1.1) (1.2).. (l.n) 
uRn..% (2.1) (2.2)... (2.n) 
rngen! Fr Sr 

11.) A232) ..Cın) * 


(2.1°%)(2.2%)..(2.n‘) x* * 


.._.. .. nn... rn, an n.n.n.Bnn rn TE ET 


(n.1‘) (n.2‘).. (n.n‘) %* ar 








which is one form in which the product of the two determinants may be exhibi- 
ted. But it ıs clear that for the term 


3... 2'3..n 
1. 1°): 
re PEEn 772 


* * x (LDCLW(LDN)..(Ln)| 
. : .. AHdANA@Y. (ln) 


* * . x (a1) (11%) (n,2).. un) 


we may subsitute 








(2,2) (2,3)... (2,n‘) * Bi, 
(3,2) (3,3) .. (3,n‘) * ee 
(n,2‘) (n,3°) .. (n,n‘) * Bu arten 


or, as it may be also written: 


Wlan eo 
1 2 .n 


A, 
Eu ..W 


L 











it being understood, that by the combination of two umdrae such as 7,1. (1, 1‘), 
the product (z, 1). (1, 1)‘ is formed. 
Similarly for 


12..n 34...’ 
12| | | 
12.109 E. ..n 


1.(1,2)2..n 34..1), 
1 vy.n 


we may substitute 
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and thus by continuing tbe transformation trough all the rows, we should substi- 


BB „SY2.(n—1) 
Fr EINE: n‘ N 


tute lastly for 


the following: 
ge 1’2°..(n—]) 
1 BE IT: 


And thus, takıng the sum of all these terms, we have 


-|. A (+1) (+2)... (+1) 
1 ar 3‘ | 


Vvyv = 2. 
n y k 


with the usual rule of signs; or, as it may be also expressed: 


(1,1) (1,1) (1,1) (1,2)... (1,1) (1,n)‘ (1,2) (1,3) .. (1,7) 
(2,1) (1,1) (2,1) (1,2) .. (2,1) (1,n)‘ (2,2) (2,3) .. (2&,n) 


.-........n.„..n.s„uss„„...u......u.aesoss..s...:n..:......u.n.0 Bo 009 e 1 1 000 1 vn 0 1 1 001 1 1 1 10 1 HE HE E00 © 


(n,1) (1,1) (n,1) (1,2) .. (n,1) (1,7)‘ (n,2) (n,3) .. (n,n) L; 
(2,1)' (2,2% ..  (2,n)‘ BE re | 


... BE 012094090. 90 0 01V 020 VE 28000020 E00: EEE RUE EC HERE HERE EG OEL. LH OF ES 0 € 


(2.) 


which is a second form ın which the product may be exhibited. 
Similarly, ıf I, indicates the sign of summation where the rows (1,1), (11) 


are taken two and two, we may by another transformation reduce the product to 


(+19) 6@+2,).(@—1)(+V').. Pe | 


I (1. (1.7)2.(2.7,)‘.. 0 
a - n 


+ 
we 
1] 2 u 

This expression, however, admits of some sıimphfication, in virtue of the 
method of the addition of Determinants (Theorem IX), as we now proceed to shew. 


Suppose,. that a, £, be any two numbers not greater than 2, then in the 


D 


pP 


ni 


iwo cases 


ı,=3a 


nD ® 
— j 
—— 2) 7 a 


l, pP 


the second factor becomes successively 
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(a+1)' (a+2)..(?—1)(?-+1)..(a+1) | 
3' ee EEE n‘ 


ze | (+1) (+2)... (a—1)(a+1‘).. tier 


3’ n‘ BE en 7°. n‘ 


2 


and the fırst factor 


A=} u 2 | 
n=| _. no. - . 


In order to exhibit the sum of these two terms AA, BB, we must deter- 
mine their signs relatively to one another, when both the second factors are made 
to begin with (a+1)‘ or (+1). 

(1.) Suppose that a and $ are an odd number of places apart; then the 
difference between the number of permutations required to bring the fırst factors 
respectively on to the principal diagonal will be an odd number; and thus for 
the terms will be of opposite signs. Now by the same permutations the second 
factors will have been respectively brought also on to the principal diagonal ; but 
as they will begin with the numbers (a+1) and (#+1) respectively, they must 
be further permuted until they both begin with (a+1) or (?-+1). But since 
between a and f, and consequently between (a+1) and (+1), there lie an even 
number of rows, ihe transposition of these rows in succession to the last place in 
the matrix, will require an even number of permutations, whether the total num- 
ber of rows be eren or odd, and will consequently not affect the signs of the 
terms relativelvy to one another. Hence, when a and Ä are an odd number of 
places apart, the two terms are of opposite sigps. 

(2) Suppose a and $ be an een number of places apart; then the 
number of permutations required to bring the fırst factor on the principal dia- 
gonal, will be eren; and those required to make the second factors begin with the 
same row, will be odd; so that the terms will be of opposite sıgns, as before. 


This being the case, the sum of the two terms AA,, BB, may be expres- 
sed as a single term, thus: 
— (1.(1.2 +2.(2.2)‘ 1.(1.5) +2.(2.P) .. n 
“ 2 K 
x I (+1 (+2)... (a—1)(a+1)..(?— 1) | 
| 3 4‘ Mr TER : 
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and by giving to a and £ all values from 1 to n inclusive and taking the sum, we 


have as a third form under which the product may be exhibited, the following 


formula: 
m=->@| | 1 (1,8 +2, (2,a)‘ 1 (1,8)' +2 (2,P)..n | 
y = ‘ 
IBAN B+DM.G@- NY @a+1). (1) | 
3 We. u wi 
OT 
8) (WV= 


AD, +4,22, 1,1(1,2+(1,2)(2,2)°..(1,HAl,n) +(1,2)(2,R)(1,3)(1,4).. (1,n) 

(2,1)(1,1)'+(2,2)(2,1)'(2,1)(1,2)+ (2,2)(2,2)'. .(2,1)(1,n)' + (2,2)(2,r)’(2,3)(2,4)..(2,n) 
— DC, +09 2,1 1C1,2/ +9 2,2. .(n, Dr) +m2@;n) n,3)n,d)..(n;n) 

| (3,1) (3,2) “ (3,n) u 


ker 30 rear karkrrkekearhrererTTT ET BDT TE RE BRETT U ET TEE IH ET ET ET TEE FE ET ET ET TEE ET FT FT TEE IT ET EEE EEE 





By successively repeating the process, we should arrıve at the formula 


(4) vV=- 
ADAH+-+A19EH) AHA) + +19. (1, DA, +1 )Gn)’A,rl).(l,n)} 
(2,11, -++-+(2,)(1)(2, (1,2) ++ -+(2,)(32). .(2,1)(1,2) ++ (2,)(ön) (2:4 1)..(2,n) 
DA, DH HR )EHR DAN + HIN... DAR) + +n) (in) (nzi+-1)..(n,n) 
G+1,D) (+1,2) (i+1;n)' * * 


DT TEE TE TR T IT T TB RT T TORTE UOTE LT ET LT TEE ET OT CT I CT BT TE ET TE I TE HT TEE ED 








TheoremXIV. The produet of two Determinants VV‘, may be expres- 
sed by selecting i vertical rows fromV, and i horizontal rows from v, 
and forming a Square-matrix of lineo-linear functions of such rows, 
so that the Constituents belonging 10 the vertical row of V appear 
throughout the same horizontal row, and the i Constituent belonging 
to the same horizontal row of V appear throughout the same verti- 


cal row of the matrix; this mairix bordered wüh the remaining 


(n — i) vertical rows of V, and the (n—i) remaining horizontal rows 
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of v’, will be the Matrix of the Determinant expressing the product 
of V and X. 


When n = :, we have the usual formula 


| (1,1)'(1,1) + (1,2)(2,1)+.. (1,1)'(1,2) + (1,2) (2,2) +. „(AD (l;n) + (1,2)'(2,n) +.. 
HA +2,22) +.. (2,19C1,2) + (2,9°(2,2)+,. ..(2,1l(1,n) + (2,2)’C2,n)-+.. 


..— mr rn nr Tr PET TrRTETETTTRTTET TR AT ET IT T E BT E ETETT TFT TFT DT ET FT TE TFT TFT TE FETT TB ET TR BT ET FT TEE TE EB TE ER EEE ET EEE EEE EEE Er 


= (1, (1,2)... (hr) |, | AD’ (1,2... in) | 
12) (&9..2&n) | (2,1 (2,2) .. (2,0) | 
| | 


| ) 


(9.) 


I 
„m... .—rn . .n.n...„ „m... ..n..... ı rn Beeren 


'(n,1) (n,2) .. (nn) | | (mD’ (n,2) .. (n,n)' | 


With respect to the formation of the constituents of the product, it may 


be noticed that if the first member of the above equation be written thus: 


(1,1)’(1,2)’ .. (1,n)” 
(2,1)"(2,2)" .. (2,n)” 


.m-—._—...n.. . nn en. 1 nern 


and the equation thus: 
v’=W, 

then (z, 7)“ is the sum of the products formed by taking in order the terms along 
the zth horizontal row of V‘ and multiplying them by the terms along the jth ver- 
tical row of V (vr vice versä); or since the vertical rows may be changed into hori- 
zontal, it may be said that (7, 7)“ is the sum of the products made by taking the 
terms along the th horizontal row of V with those along the th horizontal row 
of V (or vice versä). 


In the case where 


(d,D’ = (1,1) (1,2) = @,1) -- (1,n) = (n,)) 
2,1) = (1,2) (2,2) = (2,2) -- (2,2) = (n,2) 


(n,1) = (l,n) (m2) = (2,n) -- (n,n) = (n,n), 
the above expression becomes: 


' dD + DD’ +-(,DAD + (23,19(2,2) +. (1,DA,n) + (2,1)(2,2) + -' 


! 


\ 


Dune kette TB TE TI OT TTTB ET TT RT RT LITT LT TOT FT TODE ECO TTTER TUT ERBE HT E E H E BD He ee 


(1,n) A, + (2,2) (2,1) + + (1,2) (1,2) + (2,2)(2,2) + + (I, + (2m)? ++ 
31* 











244 5. Spottiswoode, on Determinants. 


[57 


(1,1) (1,2) ..(1,2) 
(2,1) (2,2) .. (2,2) 


| 
'(n,1) (2,2) .. (n,2) 





Conversely the product of two determinants or the square of a determinant may 
be resolved into a single determinant, as above. 
Hence the following: 

Theorem XV, 4A determinant whose constiltuents are linear func- 
tions of gwen constituents, the coefficients being the same for each 
horizontal row, ıs equal to the product of the two determinants whose 
constiluents are the given constituents and the coefficients respectively. 

The above scale of expression for the product of two determinants may 
be also proved in an inverse order; and for this purpose the last formula must 
be first proved. 

Assuming the formula, it is not difficult to see its truth: for, ıf for conve- 
nience we call the row 

(1, ı)‘ (2, J) 

(2, 2)‘ (1, }) 

(n,2)' (7,7) 
the zth column of the th vertical row, it is clear that the zth column of the kth 
vertical row would be 

(1,2) (%k) 

(2,,) (a) 


(nm) (sk), 


and consequently, if the given Determinant be developed by the rule for decompo- 
sing a determinant whose constituents are sums of algebraical quantities, all the 
Determinants formed by the combination of more then one zth column, will vanish. 
In other words, the developed expression will consist of a series of all possible 
Determinants formed from n different columns, one being taken out of each verti- 
cal row. Now each of these columns is multiplied throughout by a single consti- 
tuent, which may by the principles of the preceding section be placed outside as 
a multiplier of the whole Determinant to which it belongs. And if this be done 


with every verlical row of each of the Determinants, there will result a series of 


terms of the form 
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4 4 
” Nny 


n,. 
1% ..n | (a1) (2) on), 


where zı,, 72, .. 2, are the numbers 1, 2, .. arranged in any order. And if the 
verlical rows of the Determinant forming the fırst factor be interchanged so as to 
reduce it 10 
v=(1l’2'..n | 
IV%..n 
the resulting expression will be positive or negative, according as the number of 


changes is even or odd. "The factor V’ will remain the same throughout, and the 


whole expression will therefore become: 
V’'s=!(n,l) (n,2) .. (nn)! 
with the usual rule of siıgns; in other words, ıt wıll become 


vv; 
which was to be proved. 
In order to arrıve at the expression next ın the scale to the one fırst esta- 


blished, we must write the two Determinants in the forms 





1,1) A,2).(d,)* |, — AD A232... * (l,n) | 
(2,1) (2,2) .. (2,2) * | (2,1) (2,2)... * (2,2) 
(2,1) (n,2) .. (n,n) * | (n,1) (n,2) ...* (n,n) | 
7 mer en m m. 2 2 


I 


(the form of the second differs from that of the first only in the interchange of 

the last two vertical rows) and then apply the rule of multiplication given by the 

formula proved above. Sımilarly, by adding another row (vertical and horizontal) 

with a unit on the principal diagonal and zeros in all the other places, and trans- 

posing two vertical rows in the second determinant, and applying the same rule 

of multiplication ‚ we should arrıve at the third expression in the series. And so 

on, until the whole series was established. From this point of view the Theorem 
may be enunciated as follows. 

Theorem XVI. /fthe Determinants represented by two square- 

Matrices are to be multiplied together, any number of vertical rows 

may be cut off from the one Matrix and, a corresponding number of 

vertical rows from the other. Each of the horizontal rows ın either 


one of the Matrices so reduced in width as afore saıd, being then rnul- 
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tıplied by each horizontalrow of the other and the results of the mul- 


tıplication arranged as a square-maltrix and bordered with the two 


respeclive sets of vertical rows cut off, arranged symmetrically (the 


one set parallel to the row vertical and the other set parallel to the 


new horizontal row, the complete Determinant represented by the 


new Matrix so bordered (abstraction made of the algebraical sign) 


will be the product of the two original Determinants. 


It should be observed that. ın order to multiply together two Determinants 


whose degrees are not the same additional lines, both vertical and horizontal, 


(with units on the principal diagonal, and zeros in all other places), must be added 


to the Determinant of the lower degree, until the degrees are equalized, after 


which the rules given above become applıcable. 


It will perhaps be worth while to exhibit the above results in connexion 


with linear equations. For this purpose consider the same system of linear equa- 


tions as before, and also the derived system 


» nr nor nee 


A,1yA,1)+(1,2)(2,1)+-- 


the latter svstem then gives: 


1.1/A,D+(,2) (2,1) -+-- (1,1’(1,2) + (1,2) (2,2) + 
(2,1) (1,1) +(2,2)'(2,2) + - - (2,1) (1,2) + (2,2) (2,2) + 


(n.1Y (1,1) + (n.2)(2,%) + -- (n,1) (1,2) + (n,2)'(2,2) + 


Ü, [2B) 


2,91, +22) (2,1) +.- iz + !(2,1)(1,2) + (2,2)/(2,2) + -- 


1,Du + (1,2) u +--+(1,nyu, = o, 
\ (2, 1y u, + (2,2)’u, ++ (2,n)'u. = 2, 


De u er 


Iz+ =v, 
' Tat‘: =D 
Tat °'* ”— Un 


HD) + AD Am) + |. 
+ (2,1 (1,n) + (2,2)(2,0) +: | 


“nr nn een 


(RD) (l,n) + (n,2) (2,0) +:- 


Un 


2.1) (1.1) + (2,2) (2,1) + (2,1) (1,2) + (2,2)(2,2) + - (2.1/l,m)+ (2,2)(2,0) +. 


oo... .0SC an. ........ ..00.0..:.......n...%& 


On the other hand, writing the iwo systems of linear equations as one system 


thus: 
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1,2 + 12922. +: + (ln). — U + x +: + * —= () 
(2,1) + (2,2)z, +''+ (2,n)2n + BP — Us ++ * == () 
(n,Dz, + (n,2)2, +*' + (nn)En + * + %* ne Un —=() 


* + *& ++ x +(Du+(ldu+.. + (l;n)u, = dv, 
* + * +.+ * +Q2Du +(2,2)u +.. + (2,0) u = 9% 


 -»-.-_—. .— . m. nn 7 nr BT TE TTTT Tr TR TE EB EET ET B EEE EEH BEBT T ET TB TE E T ET TE TUT TE TFT IT FT TE TFT TEE TE EEE * 


Kt. ++: +0 Dur du, +. + (nn)un = Un, 


there may be deduced 


'(1,1)(2,1)..(nl) *& * 





.. * a ==] * Ber Zr GE "Gr? 

(1,2)(2,2).. (22) x = .. % (1,2)(2,2)..(n2)x x ..x* 
Genie | FR ER RO ER N. VEEREERR 

(1,n)(2,n).. (nn) x * .. * | (1,n)(2,n)..(nn)* * ..% 
-1 0.0 1)'(2,1)'. (nl) —1 x* .. *(1,1)(2,1)‘.(n,1)‘ 
x» —1.. x (1,2) (2,2). .(m2)' x —1.. x(1,2)(2,2)‘..(n,2)‘ 
x %* a (2,n)‘..(n, n)‘ I * * .-—I(,n)(2,n). (n,n)‘ 


A comparison of the iwo systems reproduces the formula (5). Similarlv, by using 


the partially derived system, 


'A,DAD+.+19@D'zı+..H 1. D’Amd+. ODER) ur lltl) wur. +O,n)u,=r, 
(2,1) e D)+, Bu 9% Dizi+..riQ, NP: En u eo! T “ u W+ıt ..+(2,n)un=v; 


(8.) Kama, +. GH, Dia ri aa, n)+. y Yan) zurslYwr.. +(eN)uUn=v; 
(+11) zır..+ (i+l,n) 2 unt.t * =0 


(n,1) a,tr..? (n.n) In FH. in O0 


and proceding as before, and giving 7 all values in succession from 1 to n inclusive, 
we should obtain the scale of expressions previously established. 


In order to put these results somewhat more in eeidence, the cases of 
n =2 and nn = 3 may be written in full: 


ab aßı 
cd # 
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= 00ab|=—laaayd|=jaa+rbßayrbd 
00cd cacyo ca+dßey+dö 
aß00| | 60 
ys00 
adbe| Japßy| 
la bc n‘ By 
| a“ h" ec’ a’ By“ 


—|000 abe 

000 abe, 
000 ee 
a Pvy 000 | 
a’ A’y‘ 000 
ara 0000| 


| 
| 











u er u er eo | 

wur 2 Zr or 

Pe WE u EEE 5 a | 

P P' BP" 00 

y y' y“ 00: 
aa+b ßPaarıb PB aarb ß" c 


| aarlb' RB dab ht al dbt c 
| a” ab” PP «aa+ bp aa" b" p“ ec“ 
Yo 
ia arb Prey a arb Prey aa'+b Pre y“ 
la’ a+b‘ Prceyaarb rly ara BU y“ 
aa By ac aa bt By") 





The above scale gives the varıous ways in which the product of two Deter- 
minants, may be exhibited as a single Determinant of the degrees 2n, 2n —1,..n 
respectively. The product may however be exhibited as the sum of a series of 


products similar to itself: a form which is of great use for the establishment of 
seometrical Theorems. 


Let V and V‘ have the same sıgnifications as before, and let them be thus 
expressed: 








* 
$ 
“ 
. 
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28; j | G(+1)G+2)..n | 
2.3 G+D) (+2)... n 
s=| |} ..# = | (+1) (+2)... n‘ | 
1’2. (+1) ((+2)..n‘ | 


it being supposed that one Matrix V’ is cut horizontally and the other V vertically. 


Then one term in the product VV’ will be: 
be er. I ai “ 
ut (+-DÜe+r2).. 2’ / G+-VDGi+2) .. # 


u). ee Bern: y 
a @+D(+2)..n EI. (+-De +2) ..n 


. 
= 


8 
an 


—/1,9(,9.. 9A: +-Nd.. dm) || AAYDAD .dA * A 
(2,1) (2,2) ..2,)(2,©+1)..(2,n) (2, 1)’ (2,2) .. (2, ©) * FE 
G6,D(,2).. Go) d,ce+-D.. (, n) eG y6 Ir. GH * 3% 








* * .,. # G4+-Li+l)..(öHl,n)| \@+1,D’@+1,2)..@+1,2) @+1,:+1l).(GH+1,n) 


* * ,..#* (miHD).. (nn) (n,1)(n,2) . md m,i+l) .(n,n) 





Now the other terms of V will be formed by interchanging in every possible wav 
the vertical rows of its constituents, so that (n—1) of them stand in their eyclic 
order in the last (n— 1) places, fırst factor of the above expression, and the remai- 


ning 7 in their cyclic order in the first z places of the second. If this be done, the 


12... \G +D)G+2).. n 
12...) (Ed +-DüÜ+2).. 


of V will have been multiplied into every tern of V. Again, the other terıns of 


term 


V will be formed by interchanging in every possible way the horizontal rows of 
its constituents, so that 7 of ihem stand ın the fırst factor and the remaining (n-:) 
inthe second. If this be done and the varıous horizontal rows written in their 
natural places, and if, after every interchange, the interchanges, with respect to 
V,be performed as before, every term of V will have been successively multiplied 
into every term of V. But, the rows of V remaining fixed, the sum of the terms 


formed by interchanging the horizontal rows of V, wıll be 
>| Ep hg pr £ Br. | (+1) u 


12...) (G+1)(d+2)) SE (+1) (+2)..n 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3° 32 
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the sıgn of summation referring only to the rows of V; in other words, it would 
be equal to 


Vı V2; 


where 


V,= (1,D (1,2) .d,D) Az+D.d,m' 'A=d,D' 1,2 „AD A,i+D.(l,n) 
(2,1) (2,2) .(2,ö) (2,7+1)‘..(2, 2)‘ | (2, 1)‘ (2,2) .(2,0) (2,2+D1D)..(2, 2) 


..—.—..... . nn... nn. 2. ek > TER HT T BT BT RT ET TE ET FT TR EB IE TE FT FT TEE I FE TEE ET EEE 


%,D 2) .-BD) Gir-D.&m) | GE, 29 9) Gi+D.G,n) 
6+1,1)@+2,2)..6+1,)@+1,2+1)..@+1 2) @+1,1'@+1,2)..@+1,)@+1,+D..@+],n) 


.m-—. nn nn nn esse LET ker keeeaeekeeteeetee 


2) 2) md) mEird.m,n) ı 1, D (2) „m, (n,d+ D..(n,n) 





And if upon this expression the interchanges, with respect to V', be performed, the 


result will be a series of products of Determinants . differing from the above unly 





by the interchange of the vertical rows V. The final result will therefore be: 


(8.) vV=z2=VV 


It may further be remarked that if the vertical rows belonging to V‘, which 
stand ın the factor V, be written in their natural places, the terms under the sign 
of summatiıon will all be positive. Hence the following 

Theorem XV. /fthere be two Determinants A and B, each of the 
nih degree, and ıf A be dieided in one way into any two parts, con- 
taining nth and (n—p) vertical rows respectively, and if B be divı- 
ded in all possible ways into iwo parts containing vu and (n — p) ver- 
trcal rows respectisely: the product of the two Determinants will be 
equal to the sum ofthe products of the new conjugate Determinants, 
which result from the successive interchange of one of the parts of 
A wıth the corresponding part of B. 

(This Theorem, together with the examples relative to tetrahedra and 
bisangles, was given by Mr. Sylvester, Philosoplical Magazine Dechr. 1852.) 

The following are examples of the various methods of multiplication. 

Suppose that we have two tetrahedrons, whose volumes are represented 


respeclively by one sıxth of the respective Determinants 


I Yı Sı 1 & aı Gı 1 
X Ya 1 E22 9; 1 
X3 Ya 23 1 B 73 4 l 
U Ya 24 1 & JE Ge l, 
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x %,, Yy, Z, representing the orthogonal coordinates of the point r in one tetrahedron, 
and &,, 27,, 9, the same for any point (r) in the other. Their product may be repre- 


sented (striking off the last column only from each matrix) by the Determinan! 


PR 13 <T 53 Sa & ; ST &;5 1 
“ Sms; Zus; nd; ISunsız | 
4 Gy ’ c y ee. 5’ E 
) = T3Sı) Sah; Zu; 22 4) 1 
22,5; Su 25; 22, u; 3 
1; Bi; 1: 1; 0 
where, ın general any such ierm as 2u..5 represents 
I, & + Yrıns + Zr “ 
Again, addıng 
1 x RR 1 x =; 1 u 7 1 ' 2 
3230 5; a2; 320; 3205 
to the respective horizontal and 
1 o£2. 10£2, 1 u. 1 xı£ 2 
— 538, ) — 335 ’ 3236; , 536, 





to the respective verlical rows, the above Determinant becomes (after a change 


of sıgns, not affecting the result) the — $th of 


(0 — &,)” ; 2-5); Im — 5)’; 2a — A 5 
m, —8); 2-5); 2m 5); la — 5)”; 1 | 
Aa; — 81); 20 — &)” ; 2a — &)?; La 5)”; 1 
2-8); 2-9); ns); Fr — 5; 1 
l; 1 1: 5: © 


Or calling the angular points of the one tetrahedron a, d, c, d, and of the other 
Ps 95 Tr 5 8% 36, i.e. 288 times their product is represented by — 1X the Deter- 


minant 


(ap); (ag); (ar); (as); 1 
bp; Bo); (Or); (5; 1 
(ep; (eg); (er; (es); 1 
(dp? ; (dg)’; (dr) (ds); 1 

1; 1; u; 1: ®. 


se. 


and of course, if p, 95 r, s, coincide respectively with a, 6, c, d: 576 times the 
square of the tetrahedron a 5 c d will be represented under Mr. Cayley's form 


32” 
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252 5. 
0; (a5); (ac); (ad); 1 
(b a)’; 0; (be); (dd, 1 

(c 05; 5); 0; (ce d)'; 1*) 
(da); (db); (de); 0; 1 

1: 1; 1: 1: 0, 


four out of the sixteen distances vanishing, and the remaining twelve reducing to 


sıx pairs of equal distances. 
The demonstration of Mr. Staudt's theorem for triangles is obtained in 


precisely the same way by throwing the product of the two determinants 


dı Yı 1 $ı m 1 | 
zzgl and Gm 
Is Ya 1 Is ns 1 | 


under the form of —! th of 





San) ; San) ; Sam) ; —1 
22,-8) ; Zar) ; Sl — 5) +1 
(23 — Sı)? <S(13— 8) ; ZSlas— 8)’ +1 
1: B; 1: 0 


When the two triangles coincide, calling their angular points a, 5, c, the above 
written determinant becomes 

Be’) BEE Ten 

(b a)’ ; 0 Abe Et 

er; IS 0 .. | 

we 1 i 1 | 


E 
or 


(ab)' + (ac)! + (be)' — 2(ab).(ac) — 2(ab) (be) — 2(ac). (bc); 
the negative of which is the well-known form expressing the square of four ti- 


mes the area of the trıangle abe. 
Again for two triangles we have by the second method: 


*) The corresponding quantity to the above determinant for the case of the triangle (hereafter given) 
isi dentical with the Norm to the sum of the sides. I [p.p. Sylvester] have succeeded in finding the Factor 
(of ten dimensions in respect of the edges) which multiplied by Ihe above Determinant itself, expresses 
the Norm, to the sum of the faces, i. e, the superficial area of the Tetrahedron. 
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. | wi 92 8 Iwim: 
; | Yı Ya Ys |X | M Ma Ns 
ER a 3 %a 8 | aa! | &ı 2 Xs 
e = | Yı Nı Na Ns Yı Ya ı + | Yı Na Ns | Nı Ya Ys 
2 ı 11 ıı1 | ı ı 1\| 111 
Ir 8 Sı | | & 7, 7a 
+ Yı's m | | Na Ya Ys 
ııııllııaı 


and consequently, if ABC, DEF be any two triangles, 
ABCXx DEF=ADEXFBC+HAEFXDBC+HAFDXBCE. 


N The following are examples of the usual formula for the multiplication 
: of Determinants, 
The condition that a surface of the second order has no centre, is inde- 


pendent of the direction of the coordinate axes. In fact, the condition is 


IA H E57 
| 

‚H BF 
erc 


which by a change of the direction of coordinate axes, and by writing for brevity 


Ar?+.. = An’ +By?’+Cz? + 2(Fyz + Gzx + Hy) 
Art. = Ar&+Byn+C:ö+Fly+tzn)+G@£+rD)+Hflen + y&) 


A® +... Alm +.. Aln Ba iImn\” AH GI=0, 
Am +.. Am’+.Amn+.| |Ymna| HBRF 
Anl +.. Anm+.. An? +..| | l" m" nm’ Be 


which, as in the former case, proves the proposition. 


The following examples are taken from an interesting Memoire by 


M. Joachimsthal. (Crelle, tom. XXXIX.) 


Let the equation to a conic- section be 
oz 
„at za li= 0, 


and let (©, y), (x, y’), (©, y“) be three points, either situated upon the curve, 


or not; also let 
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q y? xx" y y' g 
arte, u)... Ph —1=(2,3), 
„ei . 27’ yy 
a? nr 1 — (2, 2) ° a? + b? -— 1 = (3, 1). 
et de 4 ve WW 
trat 083) a=t+t71=-(1,2. 
then writing 
'1231=| 7 47, 123'=|® 4_]| 
ıa b | | a b 
Ey, ia y | 
2, Z 7 7 
IS 20, | e. = | 
ad DET I 
A A 
u A nn A 
where A ıs the area of the triangle whose angular points are at (x, Y), (x‘, Y‘). 
(x, y“), there results 





| 4A? 
ı1,2,3 | 1.281 = sry L 


but bv the theorem of the present section: 


11,2,3|]1,33=| (1,1) (1,2) (1,3) 


(2.1) (2,2) (2,3) | 
ı 81) 3,2) (3,3) 


and consequently Ä 


A = ab — (1.1) (2,2) (3,3) + (1,1) 2,3)’ + (2,2) (3,1)°+ (3.3) (1,2) 
— 2(2,3) (3,1) (1,2)Y. 


This formula comprises a large number of theorems. 


When the triangle is inscribed in the conic 
G,2)=% (2, 2) = 0 a (3,3) = 0, 


and if fag, be the chords joining the points two and two, and F, G, H the semı- 


diameters respectively parallel to f, g, h. 


e 
N 
” 


er] 
> 


(z — | 2 (? OR y 
u (2, 3) BEN nn - an 
r ( „ 2)” ( „ y )? q 

— 2(3, 1) EEE mn > + A FA [E: u —— 


“eil) 
[7 


— ei —— q’\? h? 
— 2(1,2)= eo + ws -nm 


Ad 











g “ 

* 
\ 
& 





Kies ir. 
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and consequently 


Seh 
A=;ab FH» 





which expresses, that, twice the area of a triangle inscribed ın an ellipse is to the 
product of the principal axes as the product of the sides is to the product of the 
diameters parallel to them. 


If the ellipse becomes a circle, 
eb=fFf2G=H=r,, 
where r is the radius of the circle, and consequenily 


Sgh 
a dr 
and dividing this by the corresponding equation in the ellipse, 


FGH 
ab 





r = 


and consequently 
The radius of a circle which passes through three points on an ellipse, is equal 
to the product of the semi-diameters parallel to the sides of the inscri- 
bed triangle, divided by the product of the semi-axes. 


The equation to the conic, when referred to une of its focı as the origin, is 
+ y’—N(a+p)=Öd. 


And if u, e, ® be the three focal chords, parallel to the three sides of an 
inscribed triangle, s another focal chord perpendicular to the major axis, and r the 
radius of the circle passing through the angular points of the inscribed triangle, 


there would be found, by a process similar to that used above: 


ı 1 /uvw 
A za 2 / re ® 


In the general formula given above, when the three points are conjugate, 


that is to say, when the polar of each passes through the other two, we have 


23)=0, G)=0, 12)=V0, 


0 u 
and the expression +)" is equal to the distance of any point from the 


centre of the conic, divided by the semi-diameter parallel to that distance; 
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so that, if e, e‘, e“ be the distances of the three conjugate points from the centre, 
and d, d‘, d“ the semi-diameters respectively parallel to them, the area of the trı- 


angle will be given by the equation 


1a -G-)E-)E-1] 


$.V. 
On redundant Systems, and Groups of Determinants. 


The system 
(A1,1ja, + (1,2), ++ (Il,n)ae, = u, 
1. (2,1), + (2,2). ++ (2,n)a, = u, 


„-.. .. . nn... n.. .....„..un...n......„....00 090 007 teen 


(m,l)x, + (m,2)x, ++ (m,n)a, = U,» 


where m > n, may be called redundant System, there being more equations than 
necessary to determine the unknown quantities. There are, however, some re- 
markable formulae connected with the solution of these equations, which may be 
here noticed. Suppose from the above system there be formed the following de- 
rived system: 

(1,1), + (1,2), + + (1,n)“ x, 
(2,1), + (2,2), + + (2,n( a, = 0, 


La 
2. 


(2.) 


(n,1)"x, + (n2)' + + (2,n)a, = 0, ; 
where 
\ 1,1), + (1,2), + + (l.m)’/u, = eo, 
3 ) (2,1), + (2,2) 1, -+ — - (2,m)’u,, — 12 
(n,1)u, + (n2) uw, + + (n,m)u, = c,; 


so that the values of (1,1), (1,2), .. are obvious, being in fact ıdentical with the 
constituents of the determinant discussed in $. (1l.) 
Then every group of r» equations out of the fırst system, will give as 


usual: 


'V@&) = [1,1] + [1,2] ++ [1,n Ju, 
V(x) = [2,1]u, + [23,2 ]» + + [2,7 Ju, 


„m. rn. 2er kreieren 


 V(a&,) = [r,1ju + |n,2]u + + [n,n Ju, 
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where &,, &,,... have been enclosed in parentheses, to indicate that their values 
have been deduced from a redundant system. 


And the derived system will give 


vs = [11], +[1,2]%,+ +[1,n]", 
V’n,=[2,1’,+ [2, 2 |", u a 2 [2, n]"e, 


! Va,„=[n 1a+[n,2,+ + [nn], 


But if there be formed a series of partially derived systems, that is, systems 
derived by taking into account ın succession Ihe groups of rn only out of the given 
equations, or, in olher words, by putting (m — n) of the quantities U, U --:-- ie 
in turn equal to zero, the quantities V“, [1,3], [1,2], --... in each such system 
will be reduced simply to the determinants considered in $. V.; and in fact, when 
the first 2 out of the given equations are taken into account, or, which is the same 


thing, when in the equations immediately above, 
= ul nt, 


then by the principles of $. V.: 


w > VV’ | 
(71,1 =[1,1][1,1/, [1,2 = [12] [2,1], .. [4,2] = [1,2] (n,1]‘ 


(6.) [21”=1[2,1][1,2%, 72,2°=12,2] [2,2]%,.. [2,2]” = [2,7] [n,2]‘ 


[n, 1] = [n,1] [1,n], 1,2)" = [n,2] [2,7], .. [2,2] = [n,n] [n,n]‘, 


an. 


so that the first group of equations will become: 


| Va) = [1,1] |, Ye, + 1,2] [23,1 + » + [1,n] [2,1], 
7) ı UV‘) = [2,1] 1,20, + 12,2] 12,2], + - + [2,2] |, 2 |, 
e.)\ 


Pa I TE BE Zr Dec Zr Ber ur Ber Ber Zur ur Bu ur ur Zr Bee ze ee u u Zur Ze Zu u zu zur u u u Zur u ae Su Zur Zur Zu zu ur ur ur Sur Sur ur zu zu Zu u Ze zur zur zu zu ur u re ee ee 


VV‘&,) = [n,1) 1,n]e, + [n,2] 2,2], + »- +[n,n] |, no, 


Hence, summing all the corresponding equations of the various groups so 
formed, it is not diffieult to see that by the principles of the addition and multipli- 


cation of determinants, 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 33 
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[1,1] 1, 1= [11] 2[1127701,2 = [1,2% 2[bn] nf [in] 
[2,1] [2,1 = [2,1], (22) [22] = [2,2]%,.. 212,2] [2,7] = [2,n]“ 


--—n— nm nn nr PET Tr TEL TE Terre rare rer reere 


3]n,1] [r,1]' = [n,1]“ z[n,2] [n,2]' = [n,2]“,.. s[n,n] [nn = [n,n]“. 


(8.) 











BVV == U" 
and consequently, 
ZVV (a) IVV'Cz,) ZVV (2) 

9, gi EEE 28 AL 
(9) zn? Rn ° SvV 
The number of groups will be 

(m—D..(m—-n+l (m—D.«(n—D 
nr eine Anh: —n. 
1,2..n2 (1,2..CGn — n) 


Hence the following theorem may be enunciated: 

Theorem XVII. // there be m linear equations incoleing n varıa- 
bles, m being >n, orm = n, the values of the carıables may be de- 
termined by solecing the partially derived systems corresponding to 
each group of n equations, and dieiding the sum of the values so 


found, each multiplied by its respective determinant, by the deter- 





minant of the completely derwed system. 
A particular case of these equations is met with ın the method of least 


squares; for let 
U= 1), +(2, )m+..+(n,ı)a, — u”. 


the equations 





will ın fact give: 


sl), + Zr). +..+(nD)a,— u! = 0 
2(2,.)/(1,)0, + (&,7)0% + ..+ (n,)x, — u! = 0 


En, {90 +2). + (nu) = 0, 


and will differ from those given above only in the conditions 
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NEN > 


(1,1'=(1,1) ,„ (1,2) = (1,2) .. (iym)‘' = (1,m) 
227’ =(2n ,„ 227’ =022) , ..- &m) = (2m) 


(m,1)‘ = (m,1) , (m,2)‘ = (m,?2) 


(m, m)‘ = (m,m)), 


\s 


and consequently also 


,ıf=lhl) , [127 
2.1 =[21] , [2,2] 


[1,2] [1l,m!‘ 
a’, . u 


1, n] 
[2, m] 


. 


In1)= [m,1] , [m2'= [m2] , .. [mm] = [m,m) 


and finally, 


— 


ı = DIA? „, dg — 2U? „ Ay ur 





Hence also the following theorem may be enunciated: 


Theorem XIX. Jf there be m linear equations ınvoleing n varia- 
bles, m being >n, or =n, and ıf the values of the varıables dedu- 
ced from each group of n equations be multiplied by the square of 
ıts corresponding determinant, the sum of all such quantıties, diei- 
ded by the sum of the determinants, wıll express the values of the 


variables deduced from the equations by the method of least square. 


The square ot the determinant corresponding to each group is called the 
weight of combinatıon. 

Before quitting this subject, there are one or two points which may be 
noticed. The solution of the equations arising from equating the partial diffe- 


rential coefficients of U to zero, may be thus written: 


Vz, = ILlju, +11,2]u,.+-- + [1,n]u. 
vr, ag 12,1ju, » [2,2], u che [2.n] Un 


re 


ee ee ee ee ee re ee eur ze ur ur Bar Sur Ze ur u u ur ur ar ur u ar Ze Zr u zz Kr u Zu ur ur 


v2. = [n1]u, + In2]u, + -.+ [nn]u,; 
where 


= (1,)u, + (1,2)u, + + (I,n)un 
u,= (2,1)u, + (2,2)u,+ + (2,n)un 


Un = (n,1)u, + (n,2)u, + + (nn)un » 


ın which expressions the quantities 
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v zur v DAY, v ” DAvz, 





[1,1] — SI117° 12,2] — 21227?" Inn] — Zin,n] 


are called the werghts of the determinations of &15 &a5 +---- &. If only n obser- 
vations be taken into account, the numerators of these expressions become sim- 


ply V*. Ife be the error to be feared in a determination whose weight is 











unity, the errors E,, E,, .. E, to be feared in the above determinations will be 
| ‚St?  $ /2[2.2]? /E[in,n]? 
E, = e | Zy2 . F. = 5 e | BI, D E,  — +el Sr 
Ss. VI. 
On Skew Determinants. 
A determinant whose constituents satisfy the conditions 
* (1,2) + (2,1) = 0, .. (1,2) + (n,l) = 0 
AB (2,1) + (12) = (0), * .. (2,n) + (n,2) = 0 
(n,1)+(1,n)=0, (n2)-+(2.n) =(0, .. * 
In thıs case 
=| (1,1) (1,2)... (1,n) 
b (2,1) (2,2) .. (2,n) 
| '(n,l) (n,2) .. (n,n) 
then writing 
1 VILLE = 2,DILN-V, VID 22H] .. Viln = Ann] 
a, | 2 = XD21 v12,2! = 22,9122]-V.. Vi2n = Ann)l2,n] | 
Vin - ac, Din. m Vin! =22, 9m] .. Vinnl=2Anm)inn]—V 


and forming the determinants of the expressions on each side of these quantities, 


we have: 


il .. alle] 20,DIEN-V 22D2])  -. Ann)ll,n] 
12,11 12,21..12,n1! | 20,D[2,11 22.2[2,2]—-V.. An,n)[2,n] 











In,L} In,21 °. Inn! 2(1,1)[,1] 2(2,2)[n,2] » Un,n)[n,n—]V 











5. Spottiswoode, on Determinants. 261 


which, after an interesting but somewhat troublesome reduction , is found to be 
— 7”: so that 

| 11,1] 11,2] es In) =1, 

2 12,1} [2,2] -- |2,n! 





| In, | In,2| -. In.n | 
a relation which expresses the compatibility of the system (11) written below. 


The following is the reduction of the case, wheren = 3; 
VE) 711} 31,2) 11,37 
2,11 12,2] 12,3] . 
13,11 13,2} 13,3} 











or 
vı 1,1) (2,2) (3,3)2° — 5,(1,1)(2,2)(3,3)2? +3, (1,1) (2,2) (3,3) 12 —(1,1)(2,2)(3,3) ) } 
+ aran| + (2,3)’(1,1) 
+ (3,1)? (2,2) +(3, rn 
+ (1,2)? (3, 3) + (1,2)? (3,3) 
= 71 0,1@2,2)(3,3)+ 2,3)?(1,) + 8,1)? (2,2) + (1,2)?(3,3) } 
7 
Tbe formula (2) of the present section give rise to the following relations: 
(1,1) , 
vn ‚ıt 11,1]? + [1,2]? +..+[1,n]? \ 
_ (2,2) 
(4.) u; 2,2] 1 11,2 +12,2? +..+ [2,2]? } 
un, Il,n]?-+ [2,n?-+.. + In a? } 
[an] t a” 


{,D1,22+229 [2,111 7-21, 2,9£11,1][1,2]+12,1112,2]#..+In,1]1,2]1=0 
{A,DLL3]+ 373,11) 7-2, DSB) LL1]11,3]+12,11123]+..+19,1]1,3]}=0 
REN VG EINER EIENEERIEERIDER 


Ne ran un nn ne or er 2002.78 77T VRR ET TEE LEI EEE ET TEC TE I I TEE TEE TE LT LEE LO CDU OF IEH FOOT ET RE TE FT TEC 5» 


1,1}11!+(2,1})2,1{+..+(n,D)}n,1! = (1,1) 

(1,2))1,2|+(2,2)]2,2]+..+ (n,2)]n,2] = (2,2) 
(6.) (1,2)}1,1)+ (2, 212, 1[-+..+(n,2)}n, 1} = (1,9 

(1,1}1,2|+@,D]3,2|+..+(,Dn,2} = — (2,1) 


s... .n..........us...usun....0.107080800,000 0 0 0111 1 v0 1 1 pP 1 EB 1 11H HE 1 1ER 0 0 © 


so 0 y 8 OH HD EI EFF DE HE FT EHI SH SE 5 
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The same result is readily obtained by means of linear equations, as follows. 
Consider the system 
1,), + (1,2). +. +(1,n)a, = u, 
— (1,20, + (23,2), + --+(2,n)a,= u, 


.»........,.,.us...,..,. o„u„........e.e.. ...me.—.... .0...............e 


(.) 


and also the derived system 


(1.Dx, — (1,2), — +» — (I,n)a, = eo, 


5) /A, 2)0, + aan &— + — (2,n)a, = 6, 


a, BAR ERROR ER a 


whence, multiplying the given equations respectively by the factors 


.—._— nr nr kreekerekeeeekeeeee 


there results 
+ ıl,n!u, =, 


—+ 
u + 123,2 + » + 12,n\u,= ce, 





F In, l!ıu, + In, 2, + .. + in.n\wu, = «, 
and, sımilarlv, from the derived system. 


l lic, + 12,10, + en + In,11e, = et 
1,2}, + 12,2!,+.- + In,1}e, = u, 





(10.) 
\ | 
Inte +12, nl +. + inne, = u, 
so thai 
Toni 2. In} del, tl1, 21,27, 712,11 12,2) 4..10,1] 1,2) =0,.. Il,13} }1,n! #12,1} and. in,1} In, 
11,23 s1,1) + 2,2} 92,1} n,2; /n,1) =0, {1,1} ?7 12,2} ?7.. )n,2} 2=1, „1,27 Ihn) 3 32,2) 92m} #502} Imı 


11 } 
J 
lm | IL] N 1 ı 2,0; ‚21 N 2 Inn | in, N U, ıl,n;| 11,2} | 2,n! 2,2! T. jn,n\ In,2| u H l,n| 2. 12, n| a „;N, n\ 2 


We have therefore found a system of n° quantities |1,1}, /1,2}.., rational func- 


tions of a3 (n—1) independent variables, (1,1),(1,2).. and satisfying the condı- 


tıons given above. 





DI. ee a 
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As an example let n = 3, and 


Vz Il v—-— ul + u’+V, 
—v 1 ı\ 
a—kh 1 





then, for the inverse system, we have 

14 At +Vv vn — Ki 
lu—v 1 wtN 
vh+u w—h 1+ 








and therefore, 


VL SIR, V2 SAU), VL =LOR- u) 
V.21 =MAu—v), vi2,2| —1 —_ Nr — v”, Vi2,3| — 2(uv +) 
VI31!=ArRH+ u), 7132! = Aw-—r), 33) =1—-P— u, 


which will consequently express tne values of the nine direction -cosines in the 
transformation from one set of rectangular co-ordinates to another, the formulae 
of transformation being, 
x = |1,11&5+ !1,2)7+ 1,312 & 
yı 2,1/&+ 12.2 „+ 12,312 N 
z = /3,1)5+ |3,2)7-+ |3,3| 


'112+ 21|y+ 3,1|z 
1,204 12,2)y+ 3,22 
13,0+123)y+ 3312. 


Wo 
I 


A skew determinant is said to be symrmetrical when 


1,1)=0 12)+(2.1)=0, .. (1.n)+(n.]) = 0 
(21)+(12)=0, (2,2)=0, ..  (2&,n) + (n.2) = 0 


(n1)+(1n2)=0, (n2)+ (2,n)=(0, .. (nn) = 0. 


The given and derived systems then give 


(12.) 


ute,=0, u +9, =0Q. ,+,=V0 
u t%+"+u, = 0 
+9 t+"r,=0 
and consequently, 
Vx, = [1,1 ja + [1,2], + + [Ln]u, = [1,1]e, + [2,1] + + [n,1]e, 
Vx, = [2,1], + [2,2], + + [2,n]u, = [1.2]r, + [2,2], + + [n,2)r, 


-„-—... .. ..„.m....„. nn... n..n nr nn rn rn BER RT-TTTRTTTTT ET UT ETET ET EEE EEE EEE REIT ET EB TE TED EI TEE TUT TT FIDEL ED ET ET FT TEE FE 5» 


Vx,= [r,1]u, + [n,2]ı2, +-'+ In,n]u, — 1,n]e, + [2,n]o, +. + [n,n]e,. 
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and consequently 


2/0, = 0 + ([1,2] — 2,1], + + ([1,n] — [n,1])u, 
2V2, = ([2,1]—[1,2])1u,+ 0 +++ ([2,n] — [n,2]w, 
We,=(n1]-Un)ur (a2) -Brdar + 


on the other hand 


0 = 2[1,1]u, + ([1.2] + [2,1]))2, + + ([1.n] + [n,1 Ju, 
0 = ([2,1] + [1,2 Ju, + 2[23,2])u, + + ([2,7] + [7,2 ]w, 


. 22T PT: 1 1 1 Tre TE TE FT FE FAT TFT FT TE TH TE. + => 


0= (In1])+ [1,n]u + ([n,2])) + [2,7] ++ 2[n,n]u, 


and the comparison of these three systems gives either 
v=V0 
* [1,2], = [2,1]... [1,2] = [n,1] 
2.1) =2,2, * . [2,2] = [n2] 


„rm eo er 9er, rn 1 1 Tr TB TR T TER TTV TEE HEBT FT Tr © 


[n.1] = 1, ]. , * 


(13.) 


or 
1,1] >60 [1.2]+[2,1] =0,.. [1,2]+[n,1] = 0 
(14.) | 2,1]+[12]=0, [1,2]=0, . [2n]+[n,2]) = 0 


., 27, rn a er rkerkarekeeureeekekkhkrrkekEEITITTTT EE ET T T TT TE T  Ee > 


[2.1]+ [1,2] =0, [n,2] + [2,7] =U0,.. [n,n] = 0, 


and consequently either a symmetrical skew determinant of an even order, or a 


determinant of an odd order, always vanishes; but since it is found on trial that 


forn= 1,3, ‚ V vanıshes, while for n =2,4----- ‚it does not, the following 
theorems may be enunciated. 

Theorem XX. A symmetrical skew determinant of an odd order 

ın general canıshes, and the system has for its inverse a quadratic 


skew system. 
The term „quadratie system" has not yet been defined, but for the present 
it may be considered as defined by the equations (13). 
Theorem XXI, A symmetrical skew determinant of an even order 


does not in generalvanısh, but the system has for ıts inverse a sym- 





metrical skew s ystern. 
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If n be even, a determinant of tkıs class admits of the following reduction: 


it ıs easily shown that 


* (1,2)..1) = (19° | * (3,4).. 8,7) + 2(1,2)(1,3) | (3,4)8,5) .. (3,2) 


2,1) * .. (2.2) 143) x ..C4n) x 45)..(,2) 
| 26 ee | ee: u 1 anc ETEENTEN 0: DO 
(n,1)(2,2) .. % (nn). (n,8)(n,5) .. (2,2) 
but 
(3,4) (3,5) .. (3.2) ’ = (3,2) (3,4) .. 3,2) ” = | (2,3) (2,4) .. (2,%) 
* (4,5)... (4,2) | (4,2) x ..(4,n) (4,3) x ..(4.n) 
(n,I)(nD) .. (n.2) (n.2)(n,4) .. % (nn)... % 
x ı (3,2) (3,4) .. (3,2) | = x (2,9) .. (2,2)! * (3,4)... (3,2) 
(4,2) & ..(4,n) 4,2) x .Am)| |(43) * ..(4;n) 
(n,2)(n,4)... % (2,2)(n,4).. % | 1 3)n.4) .. * 


since ihe coefficients of (2,3) and (3,2). being symmetrical skew determinants of 


an odd order, vanish; so that finally: 


+ 19). A)! =D! + 30. HA) AI. AD Tr 


a Dr I 5 * ..02) 
(2,1In,2).. %* (9, 3)(2,4) -.. & (2,4) (25)... x 


If ın the determinant 


ı aD AD... A) 
1-12) (2%) .. (20) 


— (1,m)— (2,n) .. (n,n) 


ihe quantities (1,1), (2,2), . . (72,72) be put simultaneously equal to zero, the terms 
independent of these quantities will remain; ıf all, but one of them, be put equal 
to zero, those terms which involve that quantity will remain ; ıf all but two be put 
equal to zero, those terıns which involve their product will remain, and so on; so 
that a general skew determinant may be thus expressed ; 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 34 
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* (1,2)... (l,r) 


AD Ad).dm)|=! 
| .. (2,n) 


— (1,2) (2,2) .. (2,n) | — (1,2) 
| | | 

N s | i u u 

| — (1,n)— (2,n) .. (n,n) | — (1,n)— (2,n)... * | 


+(1,1) | * (2,3) * (2) | + (2,2) | * (34)... 8)! 
|-23) * Gm] 1-89) * . OD) 


| —(2,n)— (3,n) . “| |-(3,D-(4,) u, | 
+..+(,D (2,2) ı * (3,4)... &n) | +. 


-3N) * 0. 
— (3,n)—(4,n) .. 8 


Hence, ıf n be even, 
* (3,9)... @,n) ’+C3)) * (4,5)..(4,2) 34.7 
-(34) * .. (4m)! (4,5) *..(5,2) 
j J auäg (1,2) oo (2,n) e. (n,n) — (3,n)— (4,n).. * -4,2)-65,2). * | 
5,6)... 5,0)+@,5) #6, ..(6,4)34+..]? 


16 
LLDADIEH| * 
(5,6) * .. (6,0) (6, * (7,9 
) 


(1,D d,2)..(,n)|= [(1,2)) 
— (1,2) (2,23... @&;)) 


| 


— (6,4) — (7,4).. ee 


— (5,n)— (6,n).. * 
+..+ (1,D (2,2)... (n,n), 


and ıf 2 be odd, 
(4,5)..4,n) +24) * 6,6)..5,3)+.7° 


1,1) A29..(d,m)=1,D[23 * 
-65,6) * ..06,3) 


-19 22)..2,n) -45) * (5m) 


|—(1,n) — (2,n)..(n,n) — (4,n)-Ö,n).. * 
um +@2I50) * 69.6,01+65 
| 69 * „6D) 


_5,D-6,D. ’ | 


u Au 
-5,9-(6,3).. * 
*  (6,7)..(6,4)|-+..]? 

— (6,7) * ..(7,4) 


| 
| 
| 








-6,9-0,9).. 





+. + (1,1) (2,2) .. (n,n), 


Pl 
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26 
Ss. VI. 
Expressions for a Determinant and its Constituents in Terms of its 


Differential-Coeffecients. 


It appears from the preceeding section that a determinant may be expres- 
sed ın any of the following forms: 


| 
| 


\ 


vV= (1,D)[11] + (1,2) 72,1] +.. 
(2,1 11,2) + 2,2 12,2]+. 


+ (1,n) [n,1] 
. + (2,n) [n,2] 


(1.) 


u 
— BETREFF BT ET N TEE TE TEE TE FT I EEE ee 


(n,1) [1,.n] + (n,2) [2,n] + .. 


and consequently 


[1,1] Bun d(i,l) ’ [1,2] Ai d(2,1) ’ 1;n] a; d(n,1) ’ 
dV 4 dYV ’ dV 
2.1= —- 22] = - , 2n] = ——- , 
(2) 12,1]: d(l,2) ° [2,2] d(2,2) [2] d(n,2) 
__WV r IE. 4 _ _WV_ 
In,1] = d(l,n) ’ In,2] = d(2,n) a Eu d(n,n)’ 
so that DV may be expressed as follows: 
Dv = [1,114,D +12,1]4 1,9 +.. + [n,1]dd,n) 
(3) | zu [1,2]d(2,1) 2 [2,2]4(2,2) >. In,2]d(2,n) 
EN VER + In,n]d(n, n) 


= [I,n]d(n,!) + [2,n]d(n,2) +... + [n,n]d(n,n). 


Inversely also: 


IV dV dV 
N WR. Ku „Sn Pen. 
( ’ ) a1,1] ‚ (dd, ) d(2,1) ’ (1,n) d(n, 1) 
dV dV dV 
7 = — 2 l == — 4 = — 
TR Te: 50 
dV dV dV 
wa ‚m , BR... 
(n,1) all,n] (n,2) ald,n] (n,n) aln,n] 
Dv= (Hall) +2 d[ll2]) +..+ (n,l)dll,n] 
5) = (1,2)4[2,1] + (2,2) @[2,2] + .. + (n,2)d|2,n) 


.—_—-—.—.—.n nn. nn nn... .,.........,r.... ....n.. nn EEE een 


= (l,n)d|n,1] + (2,n) d|n,2] + ..+ (n, n)d|n,n]; 
and similarly for the coefficients (2, 1), (2,2),.. 3,1) 3,2)... .. 
34* 


- 
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By means of these properties a certain class of linear equations may be 
reduced to a remarkable form. 


The solutions of the equations 


(1,1), + (1.2)&%; ++ 1,n)a, 
(1.2)x, + (2,2), ++ (2un)a, = u, 


(1l,r)x, + 2un)az + + (n.n)a, = u, 


Fr 
nn 
— 


may be thus written: 


dV dV dV 


Vr, nn di 1,1, . 422) re u > d( ln) U, 
| dV dV Bi dV 

Yaym dt rt d(2, 2) d(2,n) 
I. dV Bin dV dV 

ung dd,n)“ı d(2, n)“2 din, n)w 


and ifthere be a series of systems like the above, in which the unknown quan- 


tıtıes are 


„-—-—. nn 22,901 000. =» 





respectively, the coefficients remainıng the same. and the second members of the 


systems being 


d(1,1), d(2,2) + ((1,2)), .. O(nzyr2) + ((1,.n)) 
31,1 — (1,2), 2,2) .. d{n,n) + (2, n)) 


——n. — 7 er ee ikea kehrte een 


ö(1,1) — ((1,n)), (2,2) — ((2,n)), .. d(n,n)), 


then: 


dV dV 
Vz,1= TERN, s(L1)+ dl; 3,02% 2)+ Be Kur IH + mc n)) 





\ V /0) + dV » dv /% 
Va,2= 13) 1,1)+ WORTE u RZ 2; ln, En PTRRING E22) Ku adcdidn = d(2, nzn)) 


.nn—n—n—nnmn—nmn.n..n...n„....nmn—n..nmn—n—n. .nn.nr ne 1 Pr PTErTRRTTEERETTTr LTR ETUI ETUI EFT TE ET EEE FT ET ET RE 
o...u.s.s 


(2% a «iV i ‘ 
Vx = 11,n)® (1, l) u dat Ham N) ölny 3) day br) — Fr ‚2, n))* ‘+ * > 
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whence 

(a1 +0, tt.) = 0, 
or 
where 


u dV 
vr =2 2, AR 7J). 





The following tkeorem, given by M. Ma/msten, will exemplify the use of 
determinants and the notation above adopted. 
Let ıt be required to find the nth partieular integral of the equation 
(O,n) + P(O,n — 1) ++ T(0,0) = 0, 
where 


dy y 
V0)=y, VD) = _. (O,n) = de"? 


when (r — 1) particular integrals 


(1.0), (2,0), .. (30) 


are known. Suppose that 
(0,0) ie (1,0), + (2,0), +: + (n — 1,0)%,_ı . 


where %,, ka, .. k„_ı are to be so determined that the above value of (0,0) shall 


satis[y the given equation. Suppose then, moreover, that 


(1,0), + (2,0), ++ (n— 10)k‘,_ı = 0 
(1,14, + (2,14%, ++ (n—1Dk,ı =0 


(1,2 — 3)’, + (2,n—3)k', + -- +(n—1,n—3)k',_ 0, 
the solutions of which are 


"URL ER m 
= (2,0)3,.0) -. (a-10) :=& (3,0) (4,0)... 1, 81 (1,0) (2,0) .. (2—2,0) 
&)@,1) .. (nl) 3,D (4,D .. (1.)) CD) ll). (a2) 


Qun- Ban- 3). nel, n-3) (3.n-3)(4.n-3) .. (1,n-3) (1,n-3)(2,n-3) .. (n-2.n-3) 
—=KR,:Rz,: KR, 


On the other hand, by differentiating the expression for (0, 0), we 


find: 





1 
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»r 
1 
= 


0,1) = (Dh + Du +-+ (n—LUk,, 
(0,2) = (1,2)k, + (2,2), ++ (n—12)k,_ı 


(0,2 — D=ll,n— 1), +(2,n—-1)k,+ + (n—1l,n—V)k,- 
+(1,n—2)k‘ +(2,n—2)k',+ + (n—1,n—2)k‘,_, 
(0,2) = (1,n)k, + (dank, ++ (n—-Iın)k.-ı 
+2 /(1,n—1)k', +(2,n—1)k',+ - +(n—1),n—1)k',_,} 
+ (1,n—2)k”, +(2,n—2)k,+  +(n—1ın — 2)k",_ı 
Substituting these values in the given equation , there results 
(i.n —2)k, + (2,n —2)k, + .. + (n—] ‚n—2)k“,_,+|P(l,n—2)+2(1,2—1)]%', | 
+ )PQ2.n—2)+2(2,2 — 1))4%,+ .. + !P(n—1,n—2)+2(n—1n—-1)'4, ,=0. 


But from the values of A, : k'y: »- %A’,_, found above, and writing 


K,=06 ,„ I =, + iu, 
there follows: 


= OK + OK, , K,=OKHOK, , - k= OK, + 0K,,. 


ı 


But 
(1,ın -2)K, + (2,2 —2)K,;,+ .- +(n—1,n— 2)K,-, 


= (1,0) 20) + @—1,0) =YVv 
(1,1) @D - G-1lD | 





(l,ın—?2) (2,n—2) - (n—1,n— 2) | 


and, as ıs easıly seen, 


Od _ AV 2) (10 | 
di (1,D) a -»- 


(i,n—1) 2,n—l - nr—1,n—1D)| 


Hence 5 
(,n— 2)K', + 2, rn — DK, +. +(n—1,n— 2)Kyr = 0 


A,n— DK, —(2,r— DK, + - +(r—1,n— DK, = 7 


so that the equation becornes 


O’V+OPV+20V=0, 
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or 
ME .; . 
otrz+rP’=d% 


whence, ıintegrating, 
() \v R- pe FPdx 


? 


or, substituting for © ın terms of k, and K,, and ıntegrating again, 


°K; 
= | — oe /Paz Im, 
a v 


A=- ; k=cy LTE erde Jx, 


or writing 


d(i,n — 2) ‘ 
Hence, ıf 


Y» Y» ++ Yn-ı 
be (r— 1) particular integrals of the equation 


d"y p d!y 
trat Ty=®, 
thıs equation will be also satisfied by 


Yn — 1ıyı + kıyıt .t kan-ıYn-1 
where 
d\ „—Pdx 


k,= (— ' x dy, (a2) e dx, 





where y” is the zth differential-coefficient of y, with respect to x, and A has 
the value given above. 


(To be cont. in the next fasc.) 
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6. 


‚xamen de quelques difficultes de la mecanique 
physique. 


(Par M. Steichen, professeur ä l’ecole militaire de Bruxelles.) 


Introduction. 


FM me propose de traiter dans ce memoire de quelques diffieultes consi- 
derables que presentent les principes et hypotheses connues dans leur applica- 
tion, ä de cerlaines questions de l’equilibre physique. Pour mieux faire com- 
prendre mes idees, je crois devoir envisager dabord la matiere d’un point de vüe 
purement abstrait. Ainsı lon verra clairement le but de mes efforts; ce que je 
pretends refuter, et ce que je puis mettre a la piace pour la reedilication. Je 
produiraı ensuite les exemples et faits qui confirment mes assertions generales. 

Quand un systeme materiel est plus on moins gene par des obstacles, et 
se trouve en equilibre sous l’action de plusieurs forces actives et passives, on 
peut, selon la mani£ere ordinaıre de coır des geometres, substiuer aux pres- 
sions normales souffertes par ces obstacles, des forces aclives egales et con- 
iraires, et considerer ensuite le systeme comme parfaitement lbre et en equi- 
libre sous lactıon des forces actives, directement appliquees, des pressions 
normales prises en sens contraıre, et des forces passıves, telles que frotlements, 
etc. De la ıls coneluent immediatement les six conditions d’equilibre connues, 
a savoir. que Ja somme des projections orthogonales de toutes les forces sur un 
axe quelconque est nulle, et que la somme de leurs moments de rotation autour 
d’un axe quelconque, est pareillement egale ä zero. Telle est en resume et en 
traits generaux lidee sur lJaquelle on se base dans Ja methode ordinaire pour de- 
terminer les pressions normales des obstacles, et pour resoudre les questions de 
"equilibre physique des machines. 

Je dis que P’hypothese fondamentale de cette methode est inadmissible en 


| 
general, et quelle peut conduire parfoıs a des resultats erronnes, et parfois con- 


tradictoires. En effet, quand un systeme matcriel est gene par des obstacles, par 
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des points d’appui, des axes de rotation, par des surfaces d’appui fixes ou mobiles, 
etc., il n'est plus susceptible que de certains mouvements definis qui resultent des 
lois de liaison mutuelles de ses diverses parties. Tel est evidemment le cas dune 
machine quelconque, qui ne peut prendre qu’une seule esp&ce de mouvement, ei 
le mouvement diametralement oppose. Pour qu’un tel systeme soit en equilibre 
sous l’action de diverses forces actives et des frottements, il est necessaire et suf- 
fisant que la somme des moments virtuels effectifs, c’est-ä-dire des moments quı 
correspondent a l’un des seuls deplacements possibles, ou au deplacement unique 
possible, soit egale ä zero. Mais sı une telle condition dequilibre est suffisante, 
rien ne prouve done plus a l’avance cette hypothese d’apres Jaquelle on admet 
que la somme des moments virtuels arbitraires des forces en dquilibre doive ätre 
nulle. Liexistence et l’exactitude des six conditions dequilibre connues qui sont, 
ou peuvent du moins Ötre considerees comme une consequence du principe des 
vitesses virtueiles arbitraires, restent donc aussı contestables pour l’espece de sys- 
temes dont il sagit maintenant. 

La methode ordinaire de determiner les pressions normales, et de resoudre 
les questions de l’equilibre physique, repose donc bien sur une hypothese sujette 
a contestation; et l’on congoit a priori quelle puisse amener des equations de 
condition superflües, et m&me incompatibles avec les resultats fournis par les mo- 
ments virtuels effectifs. Je pourrais au besoin citer des cas particuliers otı cette 
incompatibilit€ et cette contradiction se produisent en effet. Mais en laissant 
d’abord lä les exernples, essayons de demontrer notre these ın abstracto, 

A cet eflet considerons le cas encore tres etendu d’une machine quelcon- 
que, soumise ä une seule force active. En admettant que le mouvement de la 
machine soit sur le point de naitre, on peut dire quil y a equilibre entre cette 
force et les frottements qu’elle occasionne aux points d’appui, censes situds, li lon 
veut, dans un m@me plan avec la ligne d’action de la force donnde, D’apres !'hy- 
pothese generale de la theorie ordinaire, on devrait done admettre maintenant que 
les reactions des points d’appui (pressions normaies prises en sens contraire), et 
les frottements, consideres comme agents actıls, se composent en une force unique, 
egale et diametralement opposee a la force directe. Or ıl est au contraire bien 
plus @vident que cette derniere force est la resultante des pressions normales 
qu’elle produit et des forces de traction dynamiques en ces points. De plus, ne 
doit-on pas eprouver une repugnance invincible a admettre que le frottement, 
qui est une resistance passive d’espece particuliere, puisse se composer avec des 


forces actıves, dapres les lois de la mecanique rationnelle. En eflet, ıl agit toujours 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 35 
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en sens contraire de la ligne du mouvement de son point d’application, et son ac- 
tion cesse et se trouve suspendüe, des que la force active cesse d’agir. De plus, 
il ne saurait jamais faire naitre aucun mouvement en sens contraire. Tout ce que 
lon peut admettre comme evident ä priori, concernant celte resistance passive, 
revient ä supposer quelle sajoute aux traclions actives, mais resistantes, et qu’elle 
diminue les traclions motrices dües aux forces directes. Mais au dela, rien plus 
ne me parait evident, et rien surtout n’est demontre. 

Si les objections precedentes sont fondees, il en resulte immediatement 
que le principe general des moments virtuels arbitraires doit desormais £tre rele- 
gud exclusivement dans le domaine de la mecanique rationnelle, ot l’on ne consi- 
dere que l’equilibre entre forces actıves, et que des systemes parfaitement libres; 
que la m&me il recoit des limitations pour le cas de systemes g@nes par des obsta- 
cles; qu’ensuite le prineipe des moments virtuels effectifs, devient d’un emploi 
indispensable dans les recherches de la m&canique physique. 

Mais pour evaluer les moments des frottements, qui entrent dans l’equa- 
tion ou dans les equations de condition fournies par ce principe dans chaque cas 
donne, il faut savoır evaluer au prealable et exactement, les pressions normales 
aux surfaces dappui; ce qui constitue souvent la vraie difficult@ de la question. 

Le principe de la composition, et sourtout celui de la d@composition des 
forces parall&les et concourantes, doit plus particulierement servir ä ce but. Mais 
icı celte decomposilion de forces n’est pas a volonte; ainsı que cela arrıve dans la 
mecanique rationnelle ol lon n’a presque Jjamais a s'occuper de pressions norma- 
les. Lä on peut en effet reımplacer une force d’une infinit€ de manicres par les 
composantes, les resultat que Fon cherche sera toujours le m@me, parceque le 
moment virtuel arbitraire de [une est toujours egal a la somme des moments vir- 
tuels des autres. Au contraire, en mecanıque physique les pressions normales aux 
surfaces et points dappui, doivent resulter d’une facon defirie et unique, de la 
nature de la machine et du mode d’application et de lintensite des forces, du 
poids des pieces, des forces centrifuges dans l’@quilibre dynamique, 

Sı donc ces pressions proviennent d’un certain mode de decomposition 
des forces, ce mode doit ötre unique, et cest au geomelre-mecanicien ä le devi- 
ner en quelque sorte par voie de verification, en tenant soigneusement cornpte 
de la definition complete de la machine; il faut quil decouvre par le moyen de 
consideralions de necessit@ geomeltrique et mecanique, la d&composition de force, 


telle quelle lopere dans le fait, dans la nature. Sil ne tombe pas juste, ıl sub- 


substitue une decomposition ideale et precaire A la decomposition naturelle; de 
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la resultera une pression normale inexacte, et par suite une solution erronnde 
de la question ä traıiter. 

A l'appui de l’utilit@ de mes distinctions et prescription je puis citer le cas 
de l!’equilibre de la #25 a filet triangulaire, ot lon a obtenu en effet des solutions 
contradictoires; par suite de deeompositions de forces effectudes differemment, 
Or evidemment celle de ces solutions qui repondrait ä Ja decomposition effective 
des forces, serait seule admissible. 

Il est vrai que dans les cas les plus simples cette decomposition effective 
des forces se presente d’elle m@me a lesprit; mais alors aussi on a !'habitude, de 
traiter directement les questions proposces, et lon laisse de cöte cette methode 
generale; cest ce qui explique pourquoi la solution obtenue est necessairement 
exacle. 

On peut citer comme exemple l’equilibre d’un corpuscule presant, retenu 
sur le plan incline qui est lorigine historique du principe de la composition et 
decomposition des forces. Il est en effet Evident en soi que toute force qui 
presse le corps contre le plan suivant la direction normale, doit se faire andantir, 
et que toute force qui le tire parallelement a la ligne de plus grande pente, ne 
saurait rien transmetire au plan, et quelle fera seulement mouvoir le corps. Done 
aussi toute force de direction differente doit se decomposer suivant ces deux 
lignes, cest-a-dire suivant la ligne de destruction, et suivant la ligne du mouvement. 

Mais des qu’on veut une fois aborder des questions un tant-soit-peut com- 
pliquees, on ne manque pas de rencontrer des difficultes que la methode ordinaire 
meconnait, et qui peuvent seulement Ötre resolues, du moins dans de certains cas, 
par la loı de la decomposition naturelle des forces. Cette loi, ou plus gencrale- 
ment, celle de la transmission des forces, doit changer avec la nature du systeme 
qu’on considere, de sorte quelle est multiple, et se diversifie ä linfini, tout en 
restant unique et definie dans chaque cas. 

C'est la, me dira-t-on, une hypothese; mais elle n’est nı vaine ni gratuile. 
Le principe connu de la transmission des pressions dans les Aluides incompressi- 
bles que l’experience a fait decouvrir, peut Ötre cil@ comme exemple de cette loi 
generale. Dans la mecanique pbysique elle ne doit ötre souvent que la decom- 
position effective des forces, cest-a-dire la decomposition ideale, subordonnde A 
un principe de necessitd naturelle ou de moindre Cconomie. 1,evaluation des 
pressions normales etant faite exactement, on na plus qua introduire les moments 


virtuels des frottements dans |'equation, ou dans les equations fournies par le 


principe general: a exprimer ensuite les chemins virtuels divers en fonction d’un 
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seul, pour deduire de lä les equations de condition qui subsistent entre les don- 
nees et les inconnues. 

Pour mieux comprendre que par cette voie on peut en effet obtenir plu- 
sieurs equations de condition, il faut considerer que le mouvement general dont 
une machine est susceptible, peut souvent se resoudre en plusieurs mouvements 
partiels, pour chaque point ou pour chaque piece. On peut citer comme exem- 
ple un systeme de poulies moufldes, assemblees les unes dans une m@me chape A 
axe horizontal mobile, et les autres sur un m&@me axe fixe. Dans ce cas, non 
seulement le moment virtuel effectif de la puissance est egal ä la somme des mo- 
ments virtuels de la charge utile, des frottements et raideurs de corde: en outre 
l'“quilibre de rotation devant avoir lieu pour chaque poulie, le moment virtuel 
de rotation de la tension motrice doit valoir celui de la tension resistante, de la 
raideur et du frottement correspondant, 

Si le cas actuel a dt€ exactement resolu par la methode ordinaire, cela pro- 
vient de ce quelle fait coincider icı ses deplacements arbitraires avec les mouve- 
ments partliels et effectifs de la machine. En effet, elle admet d’abord les equa- 
tions d’equilibre des moments de rotation, relatives aux diverses roulettes; ce qui 
correspond aux rotations partielles de celles-ci. Elle suppose ensuite que la 
somme des tensions des cordons qui aboutissent aux poulies inferieures, soit egale 
ala charge. Cest Ja une supposition qui nest pas evidente en elle-m@me, precı- 
sement parcequelle lest pour l’equilibre rationnel. Mais elle est exacte encore, 
parceque le deplacement effectif et total de la machine se reduit pour chaque 
poulie inferieure ä une rotation particuliere et ä un mouvement de transport as- 
cendant, commun ä toutes ces poulıies; c’est ce dernier mouvement que lon sup- 
poserait avoir lieu separement, qui amene legalite de la somme des tensions ä la 
charge. Mais pour l’equilibre physique, cette egalite ma paru si peu evidente, 
que jen aı verifie lexactitude par le principe general des moments virtuels, en 
combinaison avec les conditions de l’equilibre de rotation; d’ou resulte ensuite 
"explication donnee ci-dessus, et qui rend au moins compte de cette Egalıte. 

Dans divers cas que presentent surtout les mouvements de rotatıon, le 
principe des moments, ou le principe general du levier, peut remplacer celui des 
moments virtuels; et dans quelques circonstances il le remplace et le demontre 
möme dune maniere remarquable. Mais ıl nen est pas de möme dans les cas plus 
compliques, quoiqu’en apparence encore fort simples. Supposons par exemple 


qu’on demande la force capable de faire franchir ä une roue de vorture chargee, 


un obstacle implante sur un sol de niveau et ayant une hauteur donnee, et que 
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lon tienne compte du frottement de la boite de roue sur l’essieu. Sans doute 
on pourrait encore operer par le principe du levier, pourvu que l'on eüt la pre- 
caution d’estimer les moments de la charge et de la force de traction motrice au- 
tour du sommet de l'obstacle, tandıs que Je moment du frottement de l’essieu 
devrait @tre estime autour du centre de la boite de roue; mais le principe des 
moments de rotatıon ainsı commente,; recoit ıcı toute sa lumiere de celui des mo- 
ments virtuels, sans lequel on pourrait estimer inexactement les moments de tou- 
tes les forces autour d'un m&me point, 

L'importance et lindispensable emploi du princrpe des moments eirtuels 
effectifs etant ainsı constates, ilest rationnel de la considerer comme /axıorne fon- 
damental, comme la base de lamecanique appliquee; d’autant plus quil peut etre 
demontre independamment daucune autre notion de la science pure, en letablis- 
sant d’abord pour le cas d’une seule puissance et dune resistance, et ramenant 
ensuite le cas general ä ce premier cas. C’est ce que Jai fait dans mon „Cours 


de statique.” Cette marche me parait du reste la plus conforme & lidee pri- 





mordıale des inventeurs Galilde, $. Stein, Descartes et Torıcell!. 

Dans la mecanique rationnelle, telle, quelle se faıt de nos jours, sous l'in- 
spiration des geometres, on cherche a deduire le principe des vitesses virtuelles 
arbitraires des autres principes deja etablis. et lon y considere des lors naturelle- 
ment les moments virtuels effectifs comme un cas particulier des moments arbiı- 
traires, partant comme une consequence des principes du levier et de la compo- 
sitivn des forces. Or en suivant cette fıliation didees, on transporte forcement 
toutes ces ressources dinvestigation dans le domaine de la mecanique pbysique. 
De la est nde cette confusion didees que j’aı signalde et qui me parait inadmıssi- 
ble, parcequ’elle peut conduire parfois aux applications les plus abusives et a des 
contradictions. 

L’expose precedent, me paraissant sufhire pour faire comprendre mes idees 
et la base de ma critique, je crois devoir me borner pour le moment aux conside- 
rations generales, qui viennent d’etre presentees. 

Mais pour porter mes convictions les plus profondes dans l’esprit du Jec- 
teur, il faut bien que j’entre dans la discussion des faits; que j’expose en detail 
les objections que je fais a !hypothese de la theorie ordinaire, et les solutions qui 
me paraissent seules admissibles pour de certains cas particuliers.. Toutefois, 
comme la matiere est fort delicate, je me reserve de pouyvoir revenir au besoin 
sur mes pas, tant dans le but de perfectionner et d’eclaireir mes premieres idees, 


que dans celui de completer celles des solutions qui seraient defectueuses. 
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Cette reserve etant faite, je resume en quelques mots le sujet quiil s’agit de 
traıter. 

„L’hypothese de la theorie ordinaire, considerde dans ses applications a 

„la mecanıque physique, est-elle exacte et soutenable? ou bien, ne sont-ce 
„pas plutöt les deux notions qui servent de base ä ma critique qu’il faudra 
„admeltre desormais plus specialement comme moyens dinvestigation. ”? 

Quelle est la vraie doctrine de la science? 

C'est a cette question importante que je cherche une reponse; je la cher- 
che et la medite depuis plus de quinze ans; et comme je crois l'avoir trouvce, du 
moins en parlie, je me decide a livrer mes resultats & la publicite;; ils font suite ä 
ce que Jaı publie prec@demment dans les memoires de la Societ@-Royale des 


sciences de Liege. 


$. 1. 


Determiner la position d’equilibre d’une @chelle qui s’appuie contre 
un mur vertical et sur un plan horizontal, en tenant compte du 
frottement sur les deux plans d’appui. 


Pour ramener la question ä des termes plus simples encore, on peut con- 
siderer une barre rigide, sans poids ( Tab.VI fig. 1), mais chargee d’un poids Q 
en un point G, et appuyce de la maniere indiquede. Soit A le point dappui ın- 
ferieur, B le point de contact avec le plan vertical, pour la position d’equilibre 
cherchee, quil ne faut pas confondre avec les positions de repos de la barre, puis- 
quelle n’est que la Jimite de celle-.cı. 


Soit O lintersection des deux plans, et posons: 
| A 
AB=a ‚Abzse  ,„ DBamab ,„ BD ug, 


P la pression normale en A sur le plan horizontal AO, 

P' la pression normale en B sur le plan vertical BO. 

Ainsı, ff‘, designant les co@lficients des frottements relatifs aux deux plans 
AO, BO, Vintensit€ da la force qui Soppose au mouvement de descente de la 
barre, sera f. P au point A, et f.P‘ au point B. Puisque done la descente tend ä 
se faire, et que par hypothese le mouvement est sur le point de naitre, la resis- 
tance passive fP s’exerce de A vers O, tandis que celle fP' sexerce de B vers Y, 
suivant le prolongement BY. 


Cela pose, sıl est vrai, conformement ä !’hypothese de la theorie ordinaire, 


qu'il soit permis de considerer Ja barre comıne parlaitement lıbre et en equilibre 
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sous l'action du poids Q, des pressions normales, prises en sens contraire, et des frot- 


tements; il faut quicı l’equilibre subsiste entre les forces ),—P,— P', fP, f'P', 
considerees toutes comme actives; partant que la somme de leurs projections sur 
un axe quelconque soil nulle; et que la somme de leurs moments de rotalion 
autour dun axe quelcongne, soit egale a zero. Ainsi, en se bornant ä projeter 
sur l’horizontale et la verticale, et a prendre les moments, autour de A, ce qui est 


permis, parceque dautres axes ne donneraient rien de plus, on doit avoır: 


(1, 2.) .P-P'=0 ,„ 0-P-/'’P=V0 
(3.) O.c.cospg—P' a. snp—f‘. P’. a. copy =, 


ei de ces relations on deduit les valeurs des inconnues: 


/ a a MEERES .. RN 
7 " : ; 
ebff' 
(b.) tang p Fa en af ....» 


On peut m@me faire remarquer que sı Jon prenait les moments autour du 
point D_ ou autour de tout autre centre, et qu’on substituät encore une fois dans 
l'equation resultante les valeurs de P, P’ deduites des Egalites (1,2), on trou- 
verait pour p la valeur m@me, deja fournie par lequation (b). Mais on serait im- 
mensement dloigne de la verite, sı lon vonulait considerer cet accord de resultats 
comme une verification de ’hypothese ımöme qui sert de base ä ces dquations de 
condition. En effet, les egalites (1, 2, 3), exprimant que la resultante des forces 
est nulle, et que la somme de leurs moments autour d’un point designe A, est 
nulle, il faut de toute necessit€ que la somme de leurs moments autour de tout 
aulre point, soit egale a zero; et celte derniere condition devient ainsi une conse- 
quence identique des trois premieres. Ainsi l’accord dont il s’agit, prouve unique- 
ment quon a exactement calcule, et que la theorie est consequente & elle-meme, 
et logique dans ses combinaisons. Mais la n'est point le sujet en contestation. 

On ne serait pas plus fonde a m’objecter que J interprete inexactement la 
theorie ordinaire, puisque la question precedente de l’echelle a eie dejä traitde 
dans le tome 8, des annales mathematiques de Gergonne par une marche en ap- 
parence differente, et que les valeurs des inconnues qui en resultent, s’accordent, 
aux notations pres, avec celles des egalites (a,b). Mais cet accord m&me est en- 
core une fois necessaire, parceque chaque methode de solution repose sur la 


meme hypothese, sur le m&me fond d’idees erronndes. Aussi, loin de me gener, 
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me fournira-t-il l'’occasion de rendre mes objections plus pressantes et plus varides. 
Mais auparavant il convient de s’arreter aux resultats (a, b). 
Sı [hypothäse de la theorie ordinaire est exacte, comment se fait-il que les 


valeurs de P,P* de (a) dependent exclusivement des quantites Q, f, f, et soient 


BEER 0... . ‚ ’ 
independantes des rapports ig‘ nr Voilä une consequence &trange et en elle- 


me&me difficıle a admettre. Dans les Annales de Gergonne on ne devait pas abso- 
lument sapercevoir de cette singularite, parceque les pressions normales n'y sont 
pas mises en evidence; mais on y pouvait cependant fort bien s’apercevoir des 
diffhieultes plus grandes encore que presente la valeur de p de l’equation (b) qui 
sy trouve en toutes leitres; et ces difficultes sont en effet innegables. Sı lon y 
prend par exemple ce = b.f.f’, on obtient tangp = 0; de sorte que la position 
lequilibre d’une barre dans laquelle le poids Q serait suspendu a une distance du 
point A marqude parce = b.f.f', serait celle de /horizontale, tandıs que si le 
poids etait suspendu plus haut (e> 5.f./‘), la position d’equilibre serait oblique. 
Sans doute on congoit fort bien en general, que plus la quantit& ce est considera- 
ble, plus langle p doit ätre grand, et que le pied a donner ä l’echelle doit decroi- 
tre ä mesure que c augmente. Mais puisque pour e>/f.f‘.b, la formule donne 
une position d’equilibre oblique P>0, tandis que pour c=f.f‘.b, on ay=(, 
ce qui nexprime plus une veritable position d’equilibre, il me semble qu’ily a 
la une espece de contradiction. De plus, pour e>f.f‘.b, la formule donne pour 
p une valeur ndgalice; or ce dernier r&sultat est absolument inexplicable; car & 
moins que dintervertir le sens de la question, on ne saurait dire que la barre pe- 
sante puisse rester en &quilibre, en sappuyant sur le plan vertical, et sur le revers 
du plan descendant. Dira-t-on que la valeur negative de tangyp marque une im- 
possibilit@ de la question? Mais quel est alors ce genre dimpossibilite, et quelle 
en est Ja signification m&canique? comment se fait-il que la question soit impos- 
sible pour le cas otı le poids serait suspendu tres bas (e<f.f‘. 6), tandis qu’il y 
aurait position d’öquilibre oblique dans les autres cas? 

Si l’on prend ce=a, d’oü 5=0, on deduit de la formule (b): tangp=1:/f; 
de sorte que dans ce cas linclinaison d’equilibre de la barre d&pendrait unique- 
ment de Jintensitö du frottement sur le plan horizontal. Ce-ci est encore une 
fois un point bien difficile ä accorder. 

Pour le moment je n’insiste pas davantage sur les diffhicult&s pr&cedentes, 


parceque !'on verra plus bas que la solution des equations (1, 2,3) ou (a, b) est 


en contradiction avec celle que fournira le principe des moments virtuels effectifs. 











TEEN RETTEN 


6. sSteichen, sur quelques difficultes de la mee. phys. 281 


Mais maintenant je vais prouver que j’ ai interpr&ts exactement l’'hypothese de la 
theorie ordinaire que je combats, et conformöment ä la manicre de voir, des g£o- 
metres; quä cet &gard m@me je me suis plac& dans les circonstances les plus 
favorables; car il ne scrait pas difficile ä voir que toute interprötation difförente 
pourrait laisser la question indöterminge ou la compliquerait de nouvelles 
difficultes. 


$. 2. 


Solution des annales de Gergonne. 


Cette solution qui a paru a Gergonne ätre appuyce sur la doctrine la 
plus saine, se resume dans ce qui suit. Apres avoir remplacö (fig. 2) la force 
verticale () par ses deux composantes 0°, O aux extr@mites A, BD, Vauteur con- 
goit au point A une droite AT qui fasse avec la normale AM au plan, un angle 
egal A celui du frottement relatif au plan OAX, et de möme au point B une 
droite BU faisant avec la normale 3N un angle egal a celui du frottement relatif 
au plan vertical BO. Ensuite il d&compose la force O en deux, l'une suivant 
la droite AT, l’autre suivant AB; la force Q“ en deux, l’une suivant la droite 
BU, l’autre suivant la droite BA. Il admet ensuite que pour l’&quilibre, la force 
suivant BA soit egale ä celle suivant AB; cela veut dire sans doute que, quelles 
que soient les intensitös des forces 7, U, qui agissent suivant AT), BU, leurs 
composantes tangentielles de A vers X, de B vers O, sont strictement capables 
de detruire les frottements respectifs düs a leurs composantes normales. Au pre- 
mier abord on peut trouver cela ingenieux; mais, m@me a priori, je ne saurais 
m’accommoder de cette facon de faire de la m&canique physique, et d’appliquer 
les principes connus. 

D’abord la position d’&quilibre de la barre n’exige pas, comme l’auteur le 
suppose gratuitement, quil y ait &quilibre s&par& entre les forces aclives et passi- 
ves qui agissent a chaque extr@mit& de la barre, ni par consequent que la force 
resultante qui sollicite la barre longitudinalement, soit nulle. Poser de telles 
conditions d’&quilibre superflues, c’est meconnaitre le sens profond, Pessence du 
principe des moments virtuels effectifs, qui exige simplement que le moment vir- 
tuel du poids Q) soit &gal ä la somme des moments virtuels des frottements en A 
et B. Cela seul est &vident ici, et rien ne lest plus au delä, sans d&monstration. 
Les conditions posdes par l’auteur entrainent bien pour consöquence l’Etat de 


repos de la barre; mais la position d’&quilibre de la barre niexige pas l’existence 
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de ces conditions. Il ya dailleurs erreur, erreur profonde, ä confondre une 
simple figure ou position d’equilibre, avec une figure ou une position de repos. 
Le lecteur doit donc voir maintenant que, quelle que soit la forme sous laquelle 
se presente [hypothese ordinaire, il n’est pas difficile d’en faire ressortir l’inexac- 
titude, des qu’une fois on adopte ma mani£ere de voir. 

En effet, je reprends encore. Admettre legalit€ des forces suivant AB, 
BA, cest admettre que la traction en A soit pr&cisement Egale et contraire au 
frottement en ce point, et quil en soit de m&me de la traction en B par rapport 
au frottement en ce point. Or ces suppositions reviennent encore une fois ä dire 
que la somme des projeclions orthogonales des forces sur un axe quelconque est 
nulle, et qu’il en est de möme de leurs moments par rapport ä tout axe. Car dans 
’hypothese de l’auteur de la solution, toutes les forces composantes sont deux-ä- 
deux egales et opposees, puisque les reactions des plans d’appui detruisent les 
pressions normales. Iln’ya donc pas lieu a setonner, et moins encore & sapplau- 
dir de laccord des resultats de cette solution avec ceux de I'hypothe&se ordinaire, 
obtenus au ($. I, equations (1, 2, 3)). 

ll est vrai que dans les Annales on se borne & assigner linclinaison d’equi- 
libre fournie par (b), et que !on n’y met point les pressions normales en Evidence. 
Il faut done achever cette solution, afın de montrer par le fait que l’accord existe 
completement. 

Or en nommant X l'angle du frottement en A, on obtient pour la force 7 


suivant AT, la valeur 
coSsp 


cos(A+Y)’ 





T= 0: 
erg 


et en decomposant 7 suivant la verticale AM et suivant l’'horizontale AX, on 


obtient pour la premiere composante: 

















b cosp.cosA b 1 
T.cos = en ie 0.2 | — tangk.tangop’ 
c—b. 
partant, en vertu de tangd = f, et tangp = ra 
b 1 b 1 Q 
T.cos) = ar e-f.f/.b 7 eg 7 7: - 1+f.f' 
rw 


Pour la force U suivant la ligne BU, on obtient de m@me: 


ce coSp 


U= 


‘a sin(p+#)' 
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et en d@composant suivant la normale .BN et la verticale BO, on en tire pour la 


pression normale en B: 
c 1 


) F 
U.cos! = O. a langi'+-tangy ra Qiyss 





On voit donc que ces valeurs des pressions normales sont identiques ä 
celles des formules (a). Il est bien prouve aussi que j’ai interpräte ainsi la thco- 
rie ordinaire dans son veritable esprit. Mes preuves me paraissant m@me pe- 
remptoires; je n’insisterai pas plus longuement. Si d’ailleurs le lecteur concevait 
immediatement d’autres doutes concernant cette decomposition de forces qui vient 
detre faite, il devrait sten prendre aux hypotheses m@mes que je ne saurais jamais 
admetire. La question de le yraie decomposition des forces reste ä debattre. 


6. 3, 


La eraie solution de la question ne peut resulter que du principe des 
moments virtuels effectifs et de la decomposition naturelle des forces. Pour la 
decouvrir, il faut examiner de pres ce qui se passe dans l’etat d’equilibre de l’e- 
chelle, et ce qui d’un autre cöte a lieu pour [une quelconque de ses positions de 


repos. 
D’abord il est clair que le poids Q) doit se transmettre aux plans d’appui 


; . . N b 
en 1 et en B; de sorte qu’en A il produit une force verticale 0.2 eten B une 


c “ f7 * , . [ } [2 
force Q'Z; que la premiere doit &tre dötruite immeddiatement, et ne peut occa- 


. . . . c . . . A pe 
sionner qu’un certain frottement. Mais la force 0 qui agit sur lextrömits .B 


de la barre, doit se d&composer de fait, suivant la normale au plan et suivant la 
ligne BA; car la normale est une ligne de destruction absolüe des forces, et !’axe 
AB de la barre, censde parfaitement rigide, est seulement une ligne de destruc- 
tion relative. Il est &vident en effet que toute force dirigde de B vers A, tend ä 
produire ala fois un effet dynamique sur la barre, et un effet de pression sur le 
plan horizontal. Donc en A elle doit se decomposer de nouveau suivant la nor- 
male, et suivant l'horizontale; ce qui donnera la force de traction de la barre. 
Dans chaque circonstance physique donnde, la transmission des forces est 
cette loi particuliere qui marque en quelque sorte la voie geom£trique plus ou 
moins directe que suivent les forces en &quilibre pour se transmettre, se compo- 
ser et d&composer aux surfaces d’appui. Or, dans le cas actuel avons-nous reconnu 


36 * 
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la vraie loi de transmission? et la r&ponse ä cette question n’est-elle pas indispen- 
sable, afin de pouvoir faire l’examen ulterieur du probleme qui nous occupe. 


Sans doute, il serait intöressant de reconnaitre cette Joi dans chaque cas, parce- 
que l’on n’aurait quä suivre la voie quelle indique, pour obtenir toujours sans 
detour et sans ambage les vraies pressions normales, 


Cette connaissance nest pas neanmoins indispensable. En effet, outre la 
mode de decomposition indiqu& ci-dessus, on voit bien que la decomposition des 
forces peut encore se faire autrement. Il est possible qu’au lieu de se reporter 
d’abord en A et B, le poids se d&compose (fig. I) d’abord en deux forces au point 
G möme, lune, Q sing, suivant GA, et lautre, Ocos, suivant la perpendiculaire 
GZ, et que la derniere se transmette parallllement & elle-m@me aux points d’ap- 
pui. Mais si l’on a l’attention de d&composer chaque force en B suivant la ligne 
de destruction absolüe et la ligne relative BA, et chaque force qui advient en A, 
suivant la normale AM et suivant la ligne du mouvement AX, on ne manque 
pas de trouver les vraies pressions normales et la m@me force de traction. 

Ainsi la connaissance de loi de transmission des forces n'est pas indispen- 
sable dans tous les cas; mais on doit se garder d’en conclure que mes pre£scrip- 
tions relatives ä la döcomposition des forces suivant les lignes de destruction et 
du mouvement, sojent inutiles. Ce serait sexposer & commettre des erreurs. Ainsi 


par exemple, apres avoir obtenu en B suivant la perpendiculaire & BA, la force 


c . . or, 
Q.,.c0sp, on pourrait avoir [idee de la remplacer par ses deux composantes 


, c . 
[une Q.2. cosp.cosg, suivant BO, 


) c 
lautre ).Z.cosp.sing, suivant B/V; 


mais cette döcomposition, consider&de comme finale, serait inadmissible, Car la pre- 
miere composante, sollicitant l’extr&mit& B de la barre, doit exercer ä la fois un 
effet statique sur le plau BO, et un effet dynamique sur la piece mobile; donc 
elle doit elle-m@me se d&eomposer encore suivant la normale et suivant l’axe BA. 
Il est vrai que la droite BA est elle möme une ligne de mouvement; mais elle 
n'est point telle que tout effort, exerc€ suivant sa direction, obtienne un effet pu- 
rement dynamique. Sur le plan incline, la droite parallele ä la ligne de plus 
grande pente est seule une ligne de mouvement absolüe. Dans le cas actuel la 
ligne absolüe de mouvement a lieu suivant AX‘, parceque toute force appliquee 
ä la barre au point A suivant cette ligne et de gauche ä droite, ne saurait plus 
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exercer aucun effort de pression sur les deux plans; et tend simplement & l’Entrai- 


ner, en l’ecartant du vertical BO. Une force appliqude au contraire & l’extr@mite 
superieure de la barre, non seulement tendra a la faire descendre, mais & la faire 
entrer en quelque sorte dans le plan BO. 


Ces considerations prouvent, me semble-t-il, que la d&composition des 
forces est subordonnee a un fait de necessit@ me&canique qui resulte, avec plus ou 
moins de clarte, de la nature m@me du systeme materiel qu’on considere. 

Tout cela etant pose, nous obtiendrons aisement dans le cas actuel les 
pressions normales. Mais il est naturel de suivre a cet egard la voie la plus €co- 


. . A \ “ . . 
nomique, et qui parait la plus conforme ä la transmission naturelle des forces. 
C’est sans doute celle qui a et€ indiaue d’abord. Par la on obtient immediate- 
ment j 


(I) P'=(.-.coty, 


17, 


et la composante Y, suivant BA, obtient la valeur 


c 
a.sing " 





V’=®%". 


Elle doit se transmettre suivant BA jusqu’en A, oü elle se d@compose suivant la 
verticale descendante et suivant la droite AX. Il sensuit qu’en A nous aurons 


une pression 
c,sinp 


(IL) P=0.; +0. ne = 0: 


et une force de traction horizontale 7, donnde par l'equation 





17 


Y c r 
(II1.) T= I. zsing cosp = ()..cotgg. 





Comme par hypothese la barre occupe cette position limite, pour laquelle 
la force () ou 7 est sur le point de vaincre les forces passives f. P et ff. P', il est 
necessaire et suffisant que la somme des moments virtuels, qui repondent au 
mouvement momentane que le corps tend ä prendre, soit nulle. Ainsi, en pre- 
nntt OA=X ,„ Ob=y ,„ A+y?’=a, partant dy= — cotgy.de, 


on obtient la nouvelle condition: 
(T—f.P)da+f.P.dy=0 ,;„ u T-p— fP.otgpy=0, 


et par la substitution des valeurs de 7, P, P': 


c c 
(A.) zetgpgp Sf. eg’ yp=0 ..., 
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1 1 
partant!: cotgy = trVl-4r 72): 


En prenant d’abord le signe positif devant le radical, on voit que plus la 
donnee c augmente, plus cotgp augmente, et plus l’angle p devrait diminuer; de 
sorte que dans la position d’equilibre, la barre aurait un pied d’autant plus fort, 
que le poids Q y serait suspendu plus haut; ce qui parait inadmissible. Bornons 
nous donc d’abord ä affecter le radıcal du signe negatıf, ce qui donnera: 


(B.) cootgp = pr ALL?) j angp=4-[35+37) (1-45...) ] 


Or plus ce augmente, dans la valeur de tangyp, plus le radical augmente, de sorte 
que les quantites c, p croissent ensemble, et que le pied ä donner ä lechelle est 
aautant plus faible que le poids O est plus eleve. On voit ensuite par les valeurs 
de P, P’ que la pression en A est toujours egale au poids m&me applique, tan- 
dis que la pression normale en B, est egale et contraire a la traction dynamique 
en A. Sı l’on veut avoir leur valeur absolüe commune, on na qu’a substituer 
dans l’equation (I) la valeur de cotgyp, donnde par (B). Mais cette valeur de P’ 
ne devient plus independante des donnees lindaires a, c. 

Faisons remarquer aussi que les valeurs des pressions normales P’, P 
doivent subsister pour les positions de repos comprises entre 90° et l’angle limite 
gs donne par l’equation (B). D’abord ıl serait facile de prouver que sous une 
inclinaison quelconque Ab <290° „ >Y, la somme des moments virtuels des 
frottements est superieure au moment de la force active; de sorte qu’une telle 
inclinaison de l’echelle est en effet une position de repos. Mais pour toute po- 
sition de ce genre, la loi de decomposition qui conduit aux formules (11, II), doit 
subsister. Il faut considerer aussi que si les frottements &taient des forces absolu- 
ments actives, ces diverses posilions de repos entre 90" et p nexisteraient plus, 
puisque linegalit€ des moments virtuels des resistances actives et de celui de la 
puissance, suffirait pour decider le mouvement. Mais pour les frottement il n’en 
est plus de möme, puisqu une force passive ne saurait que resisier au mouve- 
ment qui tend ä se produire, sans pouvoir jamais faire railre le mouvement con- 
traire. 

Mais l’objet essentiel est de comparer maintenant les resultats de la theo- 
rie ordinaire ($. 1, 2) avec ceux de la derniere solution, (&quations I, II, III, IV) 
ou ä l’equation (B) jointe aux trois premieres. Cette comparaison montre imme- 


diatement que le desaccord est complet, partant que [hypothese ordinaire est en 
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contradiction avec les principes immediats et incontestables de la science; partant 
qu’elle est inadmissible, et que par consequent il est tres inutile de chercher une 
explication aux difficultes quelle presente dans ses resultats (a, b). 


SA. 


Mais de certains lecteurs peuvent n’etre pas encore convaincus enticre- 
ment; il faut par consdquent des developpements plus etendus. D’abord la con- 
tradiction ne provient d’aucune interpretation inexacte de la m&thode ordinaire ; 
cela est deja prouve plus haut; elle ne resulte d’aucune erreur de calcul; on peut 
s’en assurer en contrölant et versiant toutes les operations effectudes aux ($. 1, 
2, 3). Si donc on veut encore soutenir la validit@ de cette methode; on est oblige 
de contester l’exactitudc de la solution du ($. 3.). Or cette solution me parait in- 
attaquable, comme reposant sur la vraie doctrine de la mecanique physique, sur 
le principe des moments effectifs et la decomposition naturelle des forces. On ne 
saurait contester l’exactitude de ce principe, ni celle de la d&composition, telle que 
je ai pratiqude dans l’exemple actuel; car en resume, on pourra suivre telle voie 
de decomposition qu’on voudra, pourvu qu’on observe mes prescriptions, et lon 
aboutira toujours aux valeurs finales que j’ai donnees. Proceder autrement, ce 
serait retomber dans l’orniere ordinaire, ou le livrer gratuitement ä l'arbitraire et 
a l’indetermination. 

Du reste, !emploi du principe des moments virtuels m&me, peut ätre justi- 
fie ici. En effet, on sait par un th&oreme souvent cit€ dans mes memoires prece- 
dents que le deplacement differentiel de la barre entre les deux plans d’appui, 
n’est qu’une rotalion momentande de tous ses points autour du point de rencon- 
tre I des normales MA, NB prolongees. Mais pour l’equilibre il est necessaıre 
et suffisant que ce seul mouvement de rotation n’ait pas lieu, et quiil soit sur le 
point de se produire. Donc il faut uniquement que le moment actif de la force 
O ou T autour de /, soit egal a la somme des moments des forces passives, ce 


qui donne (fig. 1): 
O0.AH=f.P.AI+f.P'‘.BI; 


or AH=c.csyg ,„ Al=a.snp ,„ Bl=a.cosp, partant: 


QO.c.cosp—f.Q.a.sinpy—f. Q.Z.colgp.a cosy =. 


Ainsi nous retrouvons, a point nomme, l’@quation (A) fournie par le prin- 
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cipe general qui se trouve par la m@me demontre. Soit en effet &% la rotation 
de la barre autour de J dans un instant; l’@quation des moments donnera: 
0.AH=f.P. AT+f“.P‘BI. Or AH.as, Al.as , BI.a$ sont les chemins 
virtuels absolus des forcesQ, f.P „ f. P'; et en nommant dgq celui de(), jaurai: 


0.dg=Q.AH.as = Q.e.cosp.d9=Q.c.cosp.7, ER ‚..cotgp.da=T.dx; 


AI.d$ = da , RM partant: 


(0 ‚cotgp —f.P) dx +f.P.dy=0; 


et lon voit ainsi que lEgalit€ des moments virtuels de Q, 7‘, mecaniquement evi- 
dente, se verifie aussi par la geometrie. 

Comme il n’y a donc aucune objection possible & faire ä la solution du 
(8. 3.), Jen conclus naturellement que !’hypothese de la theorie ordinaire est ın- 
admissible et se trouve renversde par mes raisonnements; que du moins elle est 
erronnee dans de cerlains cas particuliers, tels que celui dont il s’agit ici; que si 
elle est exacte dans d’autres cas particuliers, cela provient uniquement de ce que 
l’egalit@ des moments virtuels entraine alors celle des forces que suppose cette 
theorie. Mais evidemment je ne saurais plus avoir aucune confiance dans une 
methode qui se pose et senonce dune maniere absolue et generale, et qui est in- 
exacte ou exacte selon la nature des questions quiil faut traiter; car elle manque 
ainsi de caractere scientifique, et les r&sultats quelle am&ne, ayant par eux-me&mes 
besoin d’ätres verifies, restent sujets A contestation. 


S. 5. 


Examinons si la solution obtenue au ($. 3.) peut en effet soutenir une 
discussion approfondie et toutes les Epreuves particulieres. 
1) On voit dabord que la position d’equilibre existe pour tea les va- 


leurs de e> 4a.f.f/; que pourc=4.af.f,cotgp = 7 tangp=>" 57 — 2f., 
et que pour c<4a.f,f‘ Vinclinaison d’equilibre de la barre a une tangente ima- 
ginaire. Cela signifie quil n'y a plus de position d’equilibre, partant que la barre, 
etant placde dans une position quelconque entre les deux plans, reste simplement 
a letat de repos, et que pour l’en deranger vers le bas, il faut une force eirangere 


plus ou moins considerable, facıle ä calculer. Verifions l’exactitude de cette in- 


terpretation du cas de ce>4af.f'. En nomment ı langle sous lequel on place 
la barre entre les deux plans, on aura: 
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Er ER ® FR. 
P=0, P=0Q.,.cotgV) , T= 7. cotgı), 
ce qui donne pour la somme de des moments virtuels: 


de —— Q Z.cotgab.da — /.O.da—f. 0... cotg?ab.de; 


ou de = Q- (cotgıb — f. cotg?ab) dv — f.O.dx. 


Or il est facile & voir qu’en prenant dabord tangı) = f‘, la quantite de 
a une valeur negative. Prenons donc en general: 
tangb=f'=#ps. 


p? sera une quantite arbitraire, pouvant devenir au plus egal a f dans le cas du 
signe inferieur, et aussi grande que lon voudra dans le cas contraire. Pour ex- 


primer en outre que c< 4a.f./, posons 
s 4 2 
u af.s ... 


n” exprimant une quantitE quelconque comprise entre zero et 4f.f‘. En sub- 


stituant, on obtient: 


do : Odx = a? 2 9 


Mais on reconnait aisement que pour le cas de tangxl<f, comme pour tgrb—f‘, 
le numerateur du second membre de cette valeur de de: Q.dx, est une quantite 
positive, de sorte que de est une quanlit@ negative; ce qui demontre que la 
somme des moments virtuels des frottements est superieure au moment virtuel 
moteur. Donc la barre restera ä l’etat de repos, sous quelqu’angle quelle soit 
placde. En effet, le mouvement ne pourra pas naitre dans le sens descendant, 
puisque lon na pas de>0; il ne saurait ötre sur le point de naitre, puisque l’on 
na pas non plus de=0, de sorte qu'il n’y a pas de vraie position dequilibre, 
Mais il ne saurait se produire non plus dans le sens ascendant, puisque les frotte- 
ments tendent seulement & detruire le mouvement de chüte, sans pouvoir en rien 
contribuer ä faire naltre un mouvement en sens contraire. Linterpretation du 
cas de la racine imaginaire exposde plus haut, est donc Justifice et me semble 
m&me offrir quelque chose de remarquable par la signification mecanique attri- 
bude au symböle imagınaire. 

2) Si lon suppose ce =0, f, f restant quelconques, l’&quation (A) de- 
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vient impossible. Mais dans ce cas en effet on ne saurait plus employer une 
equation de moments virtuels, puisque la question devient illusoire, et que pour 


ce =0 il ne saurait plus y avoir ni decomposition de force, ni tendance de mo- 
ments virtuels. 


3) Sı l!’on suppose ce = a, on obtient 


coig g= 26 - 25. Vü — 4./.f'); 

ce qui prouve, contrairement au resultat absurde de I’'hypothese ordinaire, que 
Iinelinaison d equilibre depend encore bien des frottements sur les deux plans 
d’appui a la fois. Seulement on voit qu’il n’y a plus que des positions de repos, 
des que la nature des substances frottantes est telle quelles donnent Af. f >1. 

4) Il est superllu d’examiner ä part le cas tout special de ce = b.f.f', dejä 
compris dans celui de e<a.f.f’. Mais on voit que la ot la theorie ordinaire 
assigne encore des positions dequilibre, il n’y a deja plus que des positions de 
repos. Faisons remarquer generalement que Ja pretendüe position d’equilibre, 


c—b,f.f' 


donnde par la formule tangyp‘ = .„ nest-elle möme qu’une position de 
"X 
repos. 





En effet, en prenant dans la somme de obtenue plus haut, Ab = y/, et y 
substituant la dernicre valeur de tangy‘, cotgy‘, ainsi que les vraies valeurs des 
pressions normales, on obtient pour la somme des moments virtuels: 


SS 


de’ = — (Q.de. Cs" f\ 


Cette somme est donc toujours negative; ce qui prouve que sous lınclinaison &‘ 

J H ; ju1 | 4 
la force motrice est trop faıble que pour equilibrer les frottements düs aux pres- 
sions normales. Il est bieh vraı que si dans la somme de ou remplace les quan- 
utes P, P* donndes par la formule (a), on retrouve de‘ = 0; mais cela doit £tre, 
parceque la theorie ordinaire est logique dans ses combinaisons et conclusions. 
Seulement au fond. la somme de‘ est negative, au lieu dätre nulle, et on n’obtient 

nu s 


"egalite de” = 0, que par la substitution de valeurs inexactes des pressions nor- 
males. 


5)I est bien clair que pour toute position dynamique de la barre, les 
pressions normales ne sont plus donndes par les egalites (I, IT), puisqu’alors les 
reactions d inertie viennent se combiner avec les forces actives. Ainsi ces formu- 
les ne peuvent s’etendre que depuis = 90°, jusqu’ä la valeur limite de 9%, 
donnee par l’equation (B). Neanmoins, comme dans le cas de ce < 4a.f.f', tou- 
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tes les positions obliques de la barre sont de repos, les formules des lors doiven! 
setendre depuis = 90" jusquäa une yaleur de p infiniment petite, ou Jusqu’ä 
p= 0 exclusivement; car a cette derniere limite la question ä resoudre n’en esi 
plus, et la loi de transmission qui subsiste alors, est inconnue, et ne saurait plus 
resulter de la seule force (). 

6) Eu egard a la valeur de cotgy, donncde par la formule (B), on voit que 
tangg est toujours superieure a la quantite 2f”. Gela pose, si lon demandait ä 
quelle hauteur on peut elever un poids Q sur une Echelle dressce sous un angleg 
connu, avec Phorizon, avant que de la faire glisser sous l’action de ce poids, on 
n’aurait quä resoudre l’equation (A) par rapport a c prise comme inconnue, et 
"on aurait: 
tang? 
c=aJf. tang?y — f" 

En supposant dabord tangp = 2f‘, on obtient e= 4u.f.f‘. Prenanı 
ensuite tangy = 2f’ + 9°, y°* marquant une quantite susceptible de croitre inde- 
finiment, on trouve pour c Ja valeur 


2f-+ 40) 


> SE 8% ei i Hr ’ 
wi “indefin; 
„quı croit ınde > 

e+rf ınımen! 


avec g”; ainsi la quantit& e croit avec p, a partir dep = arc(tang = 2f’). 





laquelle surpasse la premiere valeur de c de lexces 


7) Examinous de quelle maniere devrait se faire Ja d@composition des for- 
ces, si la force qui sollicite la barre en G, etait horizontale, au lieu d’£tre verticale. 
En raisonnant comme au ($. 3), on voit quoon aurait d’abord deux composantes 
horizontales, une en A de A vers O, et l’autre en B, normale au plan PO. 
Celli-ci serait detruite; mais la premiere, agissant maintenant vers l’interieur, de- 
vrait se decomposer suivant la normale en A et suivant laxe AB; celle-ci se re- 
porterait en D, otı elle donnerait lieu a une composante normale, et A une traction 
de B vers Y, tandis qu'il n'y aurait plus aucune traction motrice au point A. Plus 
bas on reviendra sur ce cas. 

8) Nommons du la somme des moments virtuels des forces, qui repon- 
dent ä un angle quelconque g, et 9‘, p“ les angles des deux racines de !equation 
(A), p“ etant celle de (B); on obtient: 


du = 0 .da.coigp —f.O. =. de. cotg?.p — /.).dx, 


= Q.- .d.coigy‘ —f. Q.-.da.cotg?. p—f.Q.de, 
37” 
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partant - 


c 
du = 0Q..da(cotgp — cotgy‘)[L—f (cotgp + cotgy‘)]- 


De plus, la quantit@ du s’exprimerait de m&me en fonction de , 9“. De la ıl est 
aise de conclure: 1° que pour toute valeur de 9 comprise entre 90° et y‘, la somme 
du est negative, partant quiil y a position de repos; 2° que pour toute valeur de 
p comprise entre g* et p“, cette somme est positive, partant quil y a position 
dynamique; 3° que pour toute valeur de g comprise de p“” & 0°, la somme du 
est de nouveau negative, de sorte que dans le sens strict de lanalyse, ıl y aurait 
de nouveau position de repos de la barre pour <<“. Mais cette continuite 
que je consid&re comme analytique, nexiste pas de fait; du moins l’experience 
semble la contredire, et annoncer que quand une barre pesante est placde entre 
deux plans horizontal et vertical, sous un angle quelconque moindre que y‘, elle 
ne saurait plus jamais conserver cette position par le simple effet du frottement. 
Cette difficult€ doit sexpliquer, je pense, en admettant que la loi des pressions 
dynamiques se substitue aux pressions statiques depuis 9 = 9° jusqu’a 9“ d’a- 
bord, et de la jusquä g= 0 exclusivement. Aussi, pour les cas particulier de 
e = 4af.f‘, on obtient p” = 9‘, et lanalyse reduit toutes les positions entre 
zero A des positions dynamiques. C’est pourquoi la racine 9“ m’a paru inadmis- 
sıble dans le cas general. 

9) Eu @gard au raisonnement du ($. 3.) et aux formules (I, I, III), il est 
clair, que la force () est la resultante des pressions normales et de la traction T', 
partant que la somme des projections orthogonales de Q,— P, — P‘Y,— T sur 
un axe quelconque est nulle, et quil en est de m@&me de la somme de leurs mo- 
ments de rotation autour dun point quelcongue. Mais ce n’est point lä ce que 
soutient la theorie, puisqu elle fait entrer les frottements en ligne de compte. 
D’ailleurs, en faisant m@me abstraction de ces resistances, elle exposerait encore 
ä des mecomptes. En effet, comme elle senonce d’une maniere absolüe, il faut 
bien que si elle suppose une force de traction 7“ en A, elle en adınette une 7” 
en B. Si l'on raisonne maintenant dapres cette hypothese corrigee, (les frotte- 
ments etant laisses de cötE), on ne saurait Jamais obtenir que quatre &quations de 
condition, en employant m@me le principe des moments virtuels effectifs de tou- 
tes les forces, tandis quil y a pourtaut cing inconnues distinctes P, P‘, y, T/,T", 
et il s’ensuivrait de la que le probleme actuel serait indetermine. Mais il est @vi- 


dent en soi que le contraire a lieu; et c’est demontre aussi par le fait d’une solu- 


tion precise, obtenue au ($. 3). Toutefois cette indetermination ne subsisterait 
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qu’ä la condition d’admettre reeilement une traction 7“ au point B. Des qu’on 
examine une fois la question en elle m&me, conformement aux idees enoncees au 
($. 3.), on reconnait bien que cette force 7” est=0. Mais l’enonce de la theorie 
ordinaire ne nous apprend absolument rien ä cet egarel. Il est clair aussi que si 
la force qui agit sur la barre, etait horizontale, la traction en A ou 7” serait zero, 
tandis que toute la traction dynamique se reporterait au point D. Mais toute cela 


se voit seulement par l’examen attentif de la question, 


MG ae RR ki g S Sy et SR pi En ne ü a 
TEE Eee Br egler  p ba a rn a a nn ah ae 


$. 6. 


Examen de quelques cas analogues a celui du $. 3. 


Recherchons la position d’equilibre de la barre dans le cas ou elle est sol- 
licitde en @ par une force () qui agit ä la droite de la verticale descendante GV 
(fig.5) sous un angle %<90°— Y, Y marquant linclinaison d’equilibre. Des 
lors ıl faut encore decomposer les forces, d’apres les indications de la (fig, 5.) 
On trouve ainsi, apres avoir substitu€ a () ses deux composantes parallcles 


AS= 0.. ; B7= 0.2: 








e cos(p+A) _ 


R r’=Q., ru Q.2 6082.cotgp— Q.- sinz, 


TE, x 


b 
P=AV+-AM= Q.z6082+Q.- cos. = ().cosA, 


Ph 


B., 
T=AW+AZ= Q., sina+0Q.- cosi.cotgp. 


& 
ER, R - 


et l'equation des moments virtuels donnera: 








T—f.Q.cosa—f.P'.cotgp =, 
ou bien: (a) f.cotg’p — (1 + f'tang 3). cotgp = if. 


Mais il ne serait point permis d’&tendre cette solution ä toutes les valeurs 
de 4, positives et negatives. En effet, supposons (fig. 6) que la force Q tombe 
a gauche de la verticale descendante et au dessus de l’horizontale GH, entre GH 
et GB, la barre etant toujours censde placde dans sa position d’Equilibre. On 
voit que le röle des deux composantes. 48, BT est maintenant interverti par rap- 
port au cas de (fig.5), et quelles tendent toutes deux & faire glisser la barre de A 
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| \ j 2, 
vers O etde B vers Y. Si donc on decompose d’abord BT = Q.- suivant la 


normale et BY, et que l’on fasse QGH = n, on obtiendra: 


c . c 


BM=0.,.005n , BU=Q., .siny; 
et comme la force BU tend ä ecarter la barre du plan OA, et ä surmonter sim- 
plement les resistances, elle n’est plus susceptible d’aucune decomposition ulte- 


rieure. Mais la force AS= 0. doit se d&composer non pas suivant les droites 


AO, AB, parceque tout effort suivant AO serait encore capable d’un effet mixte, 
mais suivant AV, AB. On obtiendra ainsi : 








j b sn(g—n b ww 
AV =0. rn ).z. cosn.tangp — Q.- sinn, 
b ‚sin (90° + 7) b fcosn 
BK=AR=(.; c08@ = 2:2 =) 


Or cette derniere force se reporte au point D, ol elle occasionne la pression par- 


b cos b b 
ielleBN=0Q., sg sg = ().7.c0sp, et une force dynamique BZ = 0.7 


x cosy.tangp; de sorte que nous avons maintenant pour P, P‘ les valeurs sui- 
vantes, tres differentes de celles du premier cas: 
b b 


RT; en 4 PIE 
P= 0.7.cosy1.tangp— Q.-.sinn; 


n 


b 
P'=BM+BN=0Q.-, =.0057 + Q. .c0osy = ().cosn. 


Au point A il y aura une traction nulle, et au point B une traction verticale as- 


Il ya donc dans le passage de l'un cas ä lautre une solution de continuite 
möcanique, puisque les pressions normales du second cas ne saurient &tre deduites 
de celles du premier, en changeant dans celles-ci langle 4 en — (90°-+7)5; ce que 
l’on peut verifier aisement. Pour les tractions la difficulte serait bien plus grande, 


puisqu une fois on obtient cette force au point A, et lautre fois au point B. 


L’equation aux moments virtuels donne maintenant: 


T— f.P' — f,P.tangp = (0), 
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ou bien: 
(B) (C.siny — a.f'.cosn) cotg’p-+ b(cosn + f.sinn).cotgy — f.b.c0s7 =. 


La solution de continuit€E mecanique qu‘on vient de signaler, provient en 
general de ce caractere d'indetermination propre A la loi de la decomposition des 
forces, qui se subordonne d’elle-m@me ä une loi speciale de necessite mecanique 
dans chaque cas particulier; et elle se produit dans le passage dun cas au cas 
analogue; precisement parceque cette indetermination disparait ä chaque fois 
d’une mani£re differente. 

Examinons succintement les conditions de &quilibre rationnel pour lequel 


/=V ‚ f=®9. Le cas de:la (fig. 5) exige alors que l'on ait: 
u .< 
T=0..sinı+ Q.Z.c0s2.colgp =: 0. 


On voit que cet &quilibre est possible seulement dans le cas de 2 nögatif, et quand 
la force Q) agit en G, a gauche de la verticale GY/. Prenant en effet = — 7, 
on conclut d T=0: 


— nd 
cotgp — „.tangı. 
Mais le cas de lautre figure exige 7’ = 0), partant: 
c,sinn + b.cosn.tangp = 0: 


ce qui arrıve seulement quand la force agıt au dessous de [horizontale GH. Pre- 


nant en effet „—= —', on aura: 
b d 
cotgy = .. colgn. 


Si done on suppose que la force () ait la m&me direction dans les deux cas, ce quı 
revient ä 7‘ = 90° — 7, on voit qulil ny a plus qu’une solution, et que la discon- 
tinuite cesse d’avoir lieu. Mais cest la encore une consequence de la n£cessite 
mecanique qui nous montre pour le cas actuel que sous l’action de la m&me force 
il ne saurait y avoir deux positions d’&quilibre rationnelles, differentes. 

Mais comment döterminer les positions d’&quilibre physiques dans la sup- 
position que la force Q) soit dirigee dans l’angle HGY, et quelle fasse un angle ?/ 
avec la verticale G/? En changeant A en —A‘ dans la valeur de T,, (fig. 5). 
on obtient: 


T= 4 (c.cosA,cotgp — b.sinA‘) 
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et Fon voit que 7 reste positif pour toutes les valeurs de » qui satisfont & l'ine- 
quation: 


b 4 
cotgp>—-tang\'; 


cest-ä-dire pour tous les p inferieurs a Vinclinaison d’equilibre rationnel. Donc 
dans ce cas il faut employer la formule (a) relative ä la (fig. 5), pour calculer la 
position demandde, avec l'attention dy changer A en — A‘. Mais si 7’ devenait 
nögatif, il faudrait recourir ä la formule (#), en y changeanty„ en —»'. Ainsi 


l'on aura: 
T' ui 5 ‘ t ce 4 
= 0... cosn‘.tangp — 0.2. sinn‘. 
On voit que 7” reste positif pour tous les cas de $ sup£rieur ä linclinaison d’equi- 


libre rationnel, ou pour tous les de l’in£galite 
t b ‚At: 
colgy<„.tang\, 


et des lors il faut admettre le mode de d&composition des forces, marque par la 
(fig. 6). D’ailleurs la barre pouvant indifferemment @tre placde dans un &tat de 
repos ü droite ou a gauche de la position rationnelle, il faut qu’il y ait deux po- 
sitions d’&quilibre physiques, lune d’un cöte, lautre du cöt& contraire, Mais ces 
solutions ne peuvent resulter dune m@me formule (a), ou (?). En effet, ces 
deux formules doivent donner l’une une position, et lautre la seconde position, 
et ne sauraient avoir une raciıne commune, que quand de certaines conditions 
subsistent entre les donnces a, c, f, /‘, A‘. Dans !’hypothese dei’ = 0, l’&qua- 
tion (a) fournit les resultats dejä connus, et &quation (#) produit le resultat Evi- 
dent g = 90", et une solution inadmissible. 

Si l’on suppose au contraire 7 = 0, dans la formule (2), ou X = 90°, on 


obtient l’equation particuliere 
A b f.b 
colg"p — af etgp + „9 0, 


qui doit tre discutce comme celle du cas ou la force Q est verticale. 
On pourrait examiner le cas ot la force (), au lieu d’avoir une direction 


constante, ferait un angle donnd avec laxe de la barre. On pourrait döterminer 
aussi les limites de l’angle #, au dela desquelles les positions d’&quilibre devien- 
nent imaginaires. Pour simplifier dabord la discussion, on pourrait poser f!—=0), 
f restant quelconque, ou f = 0, /’ conservant une valeur donnee. 

Quant a la position dequilibre rationnelle, elle est seulement possible quand 
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la force Q agit suivant une droite situde dans langle droit HGY; dans les cas 
contraires la valeur de cotggy deviendrait en effet negative; ce qui est evidemment 
inadmissible. 

Pour construire cette position rationnelle, je prends sur la verticale (fig.7) 
OB une longueur On = by et je tire l’oblique Op sous l’angle 4 avecOB. Cela 


donne: 
Oyg =np = On.tang) = b.tang}‘. 


Je prends ensuite Um =c, ce qui donne Om + Un =ay et je tire la droite yrr, 
sur laquelle on fait gr = a. Par le point r je mene une horizontale rB, et par 
son point de rencontre avec la verticale OB, on mene une droite BA parallele & 
gr; elle marquera la position demandde. On peut verifier en effet que pour cette 
position, la ligne d’action de la puissance (), appliquee en G, a une distance AG=e, 
doit passer par le point de rencontre J des normales aux deux plans en A, B: 


car en tirant la droite @J, on obtient le triangle G/K qui donnne: 
-7 vrTr r ° c 
tang GIK= GK: IK= GA. cosp:GB. sinp = 7 cotgyp = tang 7. 


Du reste il est immediatement evident par les moments de forces que la 
barre ne saurait se trouver en equilibre que quand la ligne daction de la force 0 
passe par le centre J. Alors, en effet, le moment de la force ä deplacer la barre. 


sera nul, et ne le sera que pour cette position. 


87. 


De lV’equilibre d’un corps solide, soumis a une force donnee. et 
sappuyant en deux points sur deux plans inelines qui se coupent 
suivant une horizontale. 


Tant qu'il s’agit simplement de l’&quilibre rationnel de ce cas, il est certes 
permis d’apres les idees regues dans la mecanique el&mentaire, que les pressions 
normales aux points d’appui A, B des plans sont les composantes de la force () 
directement appliquee, ou que les reactions normales en A, B_ ont une resultante 
egale et diametralement opposee a la force (), de sorte que la ligne d’action de 
celle-ci dans la position d’equilibre du corps, doit passer par le point de rencon- 
tre J des normales en A, B aux deux plans. Ainsi l’on obtiendra les pressions» 
soit en transportant le point d’application de Q jusqu au point /, et y d&ecompo- 
sant la force ( suivant les normales JA, IB (voir par ex. la Statique de Mong«), 
soit en prenant les pressions normales en sens contraire, et projetant () et ces 

Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 38 
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pressions ainsi estiimces, sur un axe horizontal et un axe vertical; ce qui donne 
celles-cı par deux dquations de condition. Mais pour obtenir alors la position 
dequilibre meme, on dira que la somme des moments des forces Q, — P,— P' 
antour d'un point queleonque du plan AIB, autour de A ou B par exemple, est 
nulle, Cette &galıt€ des moments exprime en effet et seulement que la resultante 
des forces Q,— P,— P' est nulle, ou bien que la ligne de passe par le point 7. 

Mais quelque simple que soit cette maniere de raisonner, elle presente 
dabord inconvenient d’etre subordonnee ä la consideration d’une resultante qui 
n est pas toujours applicable a des cas plus compliques; ensuite elle cesse d’ätre 
applicable au cas actuel m@me, des qu’on se propose de rechercher la position 
d’equilibre physique du corps entre les deux plans. Cette assertion est suffisam- 
ment prouvde par les paragraphes precedents. Enfin c'est en etendant et en ge- 
neralisant cette facon de raisonner, quoiqu'incontestablement exacte en elle- 
meme, que lon est parvenu ä cette hypothese de la theorie ordinaire dont lin- 
exactitude dans Ja mecanique physique me semble bien constatee; aussi par tout 
ce que j’aı dit prec&demment. (est pourquoi il paroit preferable de raisonner 
de Ja manıere suivante, m&me pour le simple cas de l’&quilibre rationnel, 

Puisque d’apres un theoreme de MM. Chasles et Bobihier, et qu’on peut 
demontrer par les elements de geomeitrie, le deplacement du corps entre le deux 
plans nest quune rotalion autour d’un senl et m@me point / de la rencontre de 
toutes les normales aux &lements de chemins decrits, il est necessaire et suffisant 
pour l’equilibre que ce seul mouvement possible n’ait point lieu; partant que le 
moment de rotation de () autour de /, ou que le moment total des forces, sl y 
en a plusieurs, soit nul: condition qui exprime en d’autres termes que la 16&sul- 
tante des forces passe par le point 7, De lä on passe ensuite aisement, et sans 
s’exposer ä aucune inexactitude, au cas de l’equilibre physique. On voit en effet 
immediatement que pour trouver alors cette position qui separe les situations de 
repos des positions dynamiques, il faut egaler & zero la somme des moments de- 
rotation des forces actives et passives par rapport au point J; et cette Egalite n'est 
au fond que l’expression des moments virtuels effectifs, appliques au cas actuel. 
Ainsi, pour achever la solution de la question physique, il reste & faire levaluation 
exacte des pressions normales P, P‘ aux points A, B. 

Pour cela expliquons nous par l’exernple d’une barre rigide, tiree en son 
point G par une force verticale Q; le point G sera ainsi le centre de gravite du 


poids me@me de la barre, si lon veut, ou d’un poids additionnel et etranger. Pour 
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le cas dune Echelle, le point G serait done le centre de gravite du poids de celle- 
ci, augmentee du poids de !homme quelle supporte. 

Soit (fig.3) OX le premier plan d’appui, inferieur d’un angle A & l’horizon, 
et OF le plan d’appui sup6rieur, deviant d’un angle u & gauche de la verticale 
OV. En prenant encore une fois 


GA=0,6B=b,b+c=a,BA0 =, 0=Q,, "= 0, 
on obtiendra, suivant les principes de la decomposition naturelle des forces, ex- 
poses au (8. 3): 


ce cos(p-+Ä4) b e cosusinp 
a sing +i+ m)’ ‚= 0. ‚sin a+0., a sin(p+4+ u) 





P'+0- 


COS u. COS p 
a sin(p+2+ u) 





T=AX+AX=0. > sin + 0.2 0A=a,0b=y; 


ee sin (A+ u) 


ty’ +2rysin(k+u)=ar; dy=— de: y+ x. sin (+ u) 


y:z = sing: sin (180° — WM’ — A — p— u) = sinp:cos(p-+h-+ u), 
cos p. dx 
 sin(p+A-+ u) ’ 





doudy= 
L’equation des moments virtuels (T—f.p).dae+ f.P'.dy=0 donnera: 


cos p 
sin(p+4A-+ u) 





T—-/P-/f’P'. —=N(, 


et par la substitution des valeurs de P, P‘, Ten Q, b, c, y, 3, u: 








cosp— f. sing f cos Y. cos (p +) 


b(sind — fcosh + c. cos u. EEE Er ya ar rirm) 


Cette egalit€ peut servir & caleuler linchnaison d’&quilibre de l’echelle, la distance 
c etant donnee. A linverse elle servira plus commodement encore ä calculer la 
distance c dont on peut selever sur l’Echelle pour atteindre la position d’equili- 
bre qui reponde a une inclinaison donne&e. 

Pour reconnaitre dans quelles circonstances la position d’equilibre n’existe 
plus, pr&cisement parceque les diverses situations de la barre seraient toutes des 
etats de repos, il faut resoudre l&quation obtenue par rapport ä tangy, et exami- 
oer a quelles conditions Ja quantit& radicale devient imaginaire. Mais tout en 
abandonnant ces details un peu longs; examinons dans quels cas Ja question meıne 
de l’&quilibre rationnel est possible, et dans quels cas elle ne l’est pas. 

35° 
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1)Pour/=0 ,„ f=®, l'&quation donne: 


cos u. COS Y 
sin(P+A+ 1) 





b sıni-t.c. — {) et 


tangp = — [e.cosau + b.sin‘.sin (+ u)]:d.sind.cos(A + u). 


Or evidemment la quantit p ou tangpy, doit Ötre positive pour toute solution, 
prise strictement dans le sens mecanique de la question; et ce sont les solutions 
de cette esp&ce qu'il importe de reconnaitre, Mais pour 2, « positifs a la fois 
(c'est le cas de fig. 3), la valeur de tangg est negative, et la position d’equilibre 
rationnelle est impossible. Cette impossibilit subsiste jusqu‘ä la limite de u=0, 
4 conservant une valeur positive jusqu’ä zero inclusivement. 

2) Supposons 2 et u negatifs ä la fois, et fasonn? =—4 , u=— u, 
ce qui place les deux plans d’appui entre [horizontale et la verticale superieure, 


et donnera: 
c.cosu’ + b.sind’. (#’+ u‘) 
OD ee 7 7 - / 
ang p b.sin2',cos(# + uw) 


Gela produit dans ce cas une solution toujours possible, excepte le cas ou les 
deux plans sont couches Yun sur lautre. Mais ce dernier cas doit etre exclus, 
parcequ’alors la question primitive devient illusoire; ainsi que la transmission 


des forces adoptee dans le cas general. 


c.cos u — b.sinA‘.sin(u — 4') 


b.sin?’,cos(u — 4) 





3) a reste positif et = —,‘, tangp = 


Mais on voit que pour conserver @ positif, on doit avoir l’inegalite 
c.cos u > b.sin 4. cosi‘. sin u — b.sin?2..cos AL, 


c + b.sin? 4’ c 
ou fang < sinds tan Fin 





„cos 


On reconnaitra done entre quelles limites la position de l’&quilibre rationnel est 
possible, et dans quel cas elle ne l’est plus. 

La formule qui donne tangp, resout en m&me temps la question pure- 
ment göometrique, celle de placer une barre ou une droite dune longueur don- 
nee, entre deux axes (OX, OY)) de maniere que la verticale du point designe G 


de cette longueur passe par le point de rencontre 7 des normales, mendes par 


les points extr@mes aux deux axes. 











NE 
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$. 8. 


Equilibre d’une echelle, applique sur un plan horizontal. et posant 
par sa partie superieure sur un eylindre ou sur une arte 
horizontale fixe. 


Pour traiter ce nouvel exemple, soit d’apres la fig. (6): 
GA=c ,„ Gl=b , db+c=a ,, (AO =g !lincinaison d’equilibre. 


z la distance du point de contact B ä lextremite superieure de la barre. 
quand celle-cı a linclinaison: BO la verticale tırde par le point de contact B du 


cvlındre et de la barre; 


Dg la verticale du centre, 
0A=x , qD =Umieh , (BaY ‚„ BD R 
Les quantites a, b, c, h, KR sont connues, tandıs que &, y. 2, p sont A trouver, 


On deduit d’abord de la figure: 


xs=(a—2)cosg,y=(a—:)sny,ey=h+bm=h+R cosg, 
don resulte: 


(a—z)sng=h+R cosg. 


En designant par P la pression normale en A, par P celle en B, quinest 


plus horizontale, mais suivant BJ), et par T la tractıion ä l’extremite inferieure, 


on a par les moments: 


(T—/.P)de+f'.P'.d=V. 


Pour &viter une complication de calcul, bornons nous a supposer le rayon 


R infiniment petit, et il viendra: 





we h.cosp.dp RE 


h.dg 
— ae, 
sin?’ sin? 


= — (dx .cosy. 


Ainsı Ja somme (Ju des moments virtuels pour une position de repos quel- 


conque devient: 
du =(T—f.P) de —f'.P'.cosp.dx, 
et pour la figure d’equilibre on aura: 


T—/.P—/f'P'.coy=V%. 
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Cette &quation differe de son analogue du ($.3. De plus sa forme ana- 
litique, füt-elle la möme, eile en differerait encore, parceque les quantites 7, P, P' 


ont changs de valeurs. Eu raisonnant comme au ($. 3), on obtient d’abord en 


WR 2 

A, B, les deux forces verticales ( —*), O0. (—-) en B. Or on voit que 
"\a—g a—% 

cette derniere doit se d&composer suivant la normale BD, et suivant laxe BA, ce 


qui donne: 
c 





P=0. —. cosp suivant BD; 


A 


c 


et la composante ).- —,.sin p se reportant au point A, on en conclut que P* 


exprime en effet toute la pression normale du cylindre. On obtient ensuite pour 
PP: 


c c 


P=0.(Z?)+ .2.g - SiNn:p 5 T=0O. 





ug: sinp.cosy. 


u) ” “ * > - [2 
Ces valeurs etant mises sous la forme suivante, en vertu de AR wfiniment 


petit . 


T= Q-, ‚sin’p.coy, P=0—V%. zSinp. cos’, P'=0.;,.sinpcosg, 


et substituees ensuite dans da = 0, on en deduit: 


. h 
sinp.cosp (ing + f— f'.cosp) -f.=®: 


equation de condition toute differente de cette du ($. 3), quoique les raisonne- 
ments employes dans chaque cas soient les mömes; et elle subsistera encore alors 
m&me que le cylindre serait remplac@ par l’aräte horizontale d’un mur vertical 
de hauteur h. Il est vraı que la normale ä une telle arte a une direction inde- 
terminde; mais la condition qui exige ici quelle soit en m@me temps perpendicu- 
laire ä la face plate ou courbe de la barre ou de l'echelle ou point d’appui, la 
rend parfaitement determinee. Dans le cas partieulier de /’ = /, l’equation en p 


devient: 
’ h 
cosp — cos = 


On peut reconnaitre aisement que le maximum de cosp — cos’, arrıve 


1 « , 0 Ra 4 
pour copy = 5 V3 et quil vant 9 V3 ; done, pour que P’Equation precedente 


2 Yfh 


2y3 . 


. . a . h . A . IM. \ j x - 
soit possible, la quantite f. = doit etre inferieureä g Y3, ce qui donne c> 
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‘ 


Donc toutes les foıs que /= f’, et que la quantit@ ce a une valeur moindre, la 
figure d’equilibre n’existe plus, et la barre restera ä l’&tat de repos dans toute po- 
sition oblique entre les deux surfaces d’appui. 


” un bi h 
Pour reconnaitre de meme cette limite superieure de I-z dans le cas de 


f.f quelconque, ıl faudrait chercher le maximum U, de la quantite varıable 
. , s Li h S-h 
sinpcos@p (sın p+(/—f’) cos p) et mettreensuite lacondition :f.-< U, ouc>"- 
C Ü, 
Dans tous les cas otı elle ne serait pas remplie, toutes les positions seraientde repos- 
Pour se convaincre mieux que limpossibilite de la question, si elle arrıve, 
indique en elfet qualors les positions sont toutes de repos, il suffit de considerer 


ne pour @ quelconque on a: 


5 - A 
du=N. rn d.| sin pcosp (sinp+(f—f’).cosy) we, : | 


GR u h 
On voit immediatement par la que quand le nombre f. „ est superieur au maxı- 


mum de sing cosp (sing -+(f—f”) cosg), lasomme du des ınoments virtuels reste 
negative, ’est a-dire que la force motrice est trop faible pour pouvoir faire 
glisser la barre, sous quelquiangle que celle-ci soit placee. Mais @vidernment les 
frottements ne sauraient faire naitre le mouvement ascendant. Donc la barre 
restera au repos dans toutes les positions; et ce cas arrive d’autant plus aisemen! 
que la distance GA = c est plus faible. 

On pourrait mettre aussi la condition que l’echelle eüt sa position d’equi- 


libre, &tant appuyde par son exträmite superieure C; alors on ferait z=o, d’oi 


resulte sin p = —,.. etc... 


8.9. 


Figure et position d’equilibre de la double @ehelle. (Fig. 4.) 


Considerons pour exemple la double echelle dans laquelle chaque montant 
simple se termine en haut par une partie percde d’un oeil et se joint ä lautre 
par un essieu circulaire en bois ou en fer qui traverse chaque oeil. Ainsi l’en- 
seınble peut souvrir et se fermer a volont& autour de l’axe de l’essieu dont il s’agit. 
Le systeme entier &tant place dans une position quelconque de repos, ou dans la 
position dequihbre sous l'action des poids Q, Q' appliquees aux points G, G’ des 
montants, il sagit de reconnaitre d’abord la position des points de contactdes deux 


creux avec le perimetre de l’essieu. Il est claır par la symetrie geometrique de 
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ensemble, que ces deux points doivent se trouver ä la foıs, ou sur la demi-circon- 





ference ascendante, ou descendante de ce perimetre. Mais comme les pressions : 
transınises alessien COC’ ne peuvent se produire que suivant les normales ä la sur- 


face cylindrique aux point de contact, je dis que ceux-ci sont aux extr@mites dun 


a al „ " 


he 


Bu ae Z 


m&me diametre horizontal: car sils etaient plus bas ou plus haut, il donnerasent 





lieu ä une resultante qui souleverait ou abaisserait un tant soit peu lessieu, et un 
tres petit mouvement singulier devrait sensuivre, contrairement & [hypothese de 
'öquilibre de repos. Ainsi le poids Q aura ses deux points d’appui aux extr6- 
mites A, C, et le poids O9 se reportera aus deux points extremes A‘, C‘. Les | 


composantes verticales de O, O° sont done: 





AM | A na 
0. IE Sr . Zen M 
AM N CM' 

(). gen Br. VO. zen MM". 


Supposons la bigure d’equilibre representce par la (fig. 4), et tirons la ver- 


ticale OJ) par le centre de Jaxe: on pourra faire: 
C(AD=2C4D=9 „ Bi= BCl r „OEEeu 


le rayon de lessieu. Sı l'on remarque que chaque force verticale en C, C’ doit 
se d&composer de fait snivant les droites COC’, CMA d’une part, et suivant les 
lignes (0'C‘, C’M’A' de lautre, on trouvera pour la poussee horizontale de € 
vers C/, et pour la poussee contraire, les valeurs 


AM AM 
HI, = 0. ac colgyp ,7,= V.ZG colgg; 


pour la traction horizontale de gauche ä droite au point A, et pour la traction 
contraire au point A": 
AM A'M' 
FE. ui FR un en 
T=0.7.cgp , TV. Te ctgp- 


Enfin les tractions verlicales aux deux points dappui seront 

P=D. PR: 
On peut rämarquer que AC, A‘C' sont des longueurs egales, mais quiil n’en est 
pas de möme de AM, A‘M'‘, car il faut pour plus de generalit& supposer les deux 
poids (9, O' inegaus, par exemple Q > 0‘, et diversement appliques aux deux 


montants de [öchelle. Ainsi la poussee rösultante en haut nest pas nulle en g6- 


neral, et sexerce de droite a gauche avec la force excedante 
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5 ) 

I,— If’ = Q.cotgy. E — Qr.cotgy. Gr 
De plus ıl serait aise ä verifier que cette force ne saurait tourner l’Echelle 
autour du point d’appui A’; ce qui est &vident aussi en soi, puisque la resultante 
de (0, 0‘) tombe par hypothese entre (A,A‘). Mais pour que l’Equilibre sub- 
siste, eu egard aux frottements en A, A‘, et en C,C‘, il ne suffit pas que la somme 
des moments virtuels effectifs de toutes les forces 7, 7’, fO, /O‘, fm, ft‘ 
soit nulle. Il est clair en effet que sans deplacer le point A’ de l’extr&mite infe- 
rieure du montant & gauche, on peut deplacer l'extr@mit€ A de l’autre piece; ce 
qui developpe seulement les moments virtuels des forces 7, fQ, f'ı1, f'IT‘. En 
effet, des que A se deplace, lessieu‘(O) doit descendre et l’echelle s'ouvrir davan- 
tage; ce qui met en jeu les frottements aux points C,C, en möme temps que celui 
en A. Donc il est d’abord necessaire que la somme des moments virtuels qui 
repondent ä ce premier deplacement, soit nulle. Mais comme l'extrömite 4‘ peut 
se deplacer ä son tour, A restant fixe, il semble par la m@me raison que l'on doive 
admettre legalit@ ä zero de la somme des moments qui repondent ä ce second 
mouvement relatif. Aussi poserons nous d’abord chacune des Equations de con- 
ditions qui en resultent, saufä reconnaitre et ä rejeter ensuite celle d’entr’elles qui 

paraitra superflüe. 


Pour les former je ferai: 


DA=X,AC=a, AM=m,AC=a,AWM'=m‘ ,tagp=9#; 


dou: z=a.cos d<=—a.sıno.d 
oU: = .e @p b) man ® QD. Q br) 
1 


m m 
T=1nm=0.7.cotang.p; T'= In’ = Q'. cotangy, 


L’extr@mite A’ restant fixe d’abord, il est clair que si celle A reculait de gauche 
ä droite, jusqu’au point de faire descendre l'axe (O) de maniere ä le coucher sur 
le plan d’appui, son point de contact (C, C‘) avec chaque creux circulaire par- 
courrait sur celui-cı un chemin r(p—%,), 9, €etant la moindre valeur de l’an- 
gle y, et leffet utile absorbe par le frottement en C‘, C‘, serait f’.71.r.(P— 9ı) 
+ f'.IY.r(g—9ı); donc son moment virtuel momentan& sera f(1 + I ).r.dg. 
De plus, le moment de la poussee 77, — IT,‘ qui se fait de droite ä gauche suivant 
C,C‘, aura la valeur — (77, — I2,‘)d@. On obtiendra donc par la: 


— (T— T)d&e+(T— /Q)de + f (I + In/)r.dp = 0, 
ou bien: — (T’— /O)a-sinp + f(M, + II)r.dp = 0 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 3. 39 
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et par la substitution des valeurs de 7°, 77,, I1‘ il vient: 


— .m‘.cosg+f.Q.a.sinp+f. .cotgp(Q. m + 0'.m‘)) = 0. 


Le sesond mouvement relatif donnera de m@me: 
4 = 4‘ / 7 am 
— ).m.cosp+f.0'a.siny +f.z.cotgp(Om + O'm’) =®. 


sil Bali 3 ie «li 9 dui 
Sı Ion pose tangp= #9, el quon exprıme sıny, cosp en %, on redult 
ces resultats aux formes suivantes: 


(1) (0%.m'’ —f.O.a.9) 9 = f'.-.(Qm + O'.m’)y1+ 9), 
(1) (O.m—f.0'.a.9)9 =f'.-.(Qm + ('.m‘).Y(1 +9”). 


Mais en vertu de la symetrie du systeme, les deux montants ont toujours des in- 
clinaisons a l'horizon, egales entrelles, quelle qu’en soit la position. Done il suf- 
fira d’adopter celle de ces deux dgalites qui donne la plus orande valeur pour #. 
Or en negligeant dabord dans chacune le second membre, comme tres petit, on 
en tire pour # les valeurs 
nl 
Qaf’ Q af 
Ainsi tant quon aura O.Ym > Q'.Ym‘, c’est la seconde valeur 9 qu'il 
faut adopter et qui suffıra pour assurer la stabilte du systeme entier. Mais cette 
seconde valeur repond a legalitö qui exprime la position d’equilibre de l’extremite 
A’; done puisque lon a #< 9‘, il sensuit que la position correspondante de la 
branche CA est une position de repos. Ainsi pour QYm>Q'ym il suffit d’adop- 
ter la valeur 9%, parceque le montant a gauche occupe sa position d’@quilibre sous 


linclinaison tang p'= 9, tandıs que lautre a sous cette inclinaison une situation 


de repos. Sı l'on veut avoir ensuite une valeur plus approchee de 9 = kB. 
sun hi ’ l PP Q af’? 
on substituera cette premiere valeur dans (II), ce qui donnera: 


(Om —f.0.a.8)9 =. Om + O'. m‘) vI 1+  } 
ou Om— fV.a.d = f.-.(OQm+ O.myy|ı + (5 )| 


En calculant par cette ö par cette derniere, on tiendra suffisamment compte des 





frottements aux points de contact des creux avec l’essieu d’articulation. I est du 


reste @vident que l’equation (II) etant satisfaite, lequilibre general est. assure. 
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Cest ce qu’on peut aussi verifier, en prenant la somme totale des moments vir- 
tuels des forces, et demontrant quelle est negative pour la valeur de p de l’&qua- 
tion (l].). hemarque. 

Parfois les deux montants de la double &chelle sont relies entr'eux par 
une corde horizontale dune longueur donnee. Dans ce cas l’Echelle ne peut 
souyrir que jusquau point d’avoir la corde pour sous-tendante de son ouverture, 
et par la sa stabilit€ est parfaitement assuree. Mais quelle est alors la tension de 
cette corde de liaison, 1°. en supposant qu'il n’y ait pas de resistances passives, 
2°) en tenant compte de ces resistances? De quels principes faut-il faire usage 
ici, et comment faut-ıl les appliquer, pour obtenir un resultat exact? La solution 
suivante me parait plutöt admissible que toute autre; pr&cisement parceque toute 
maniere de proceder difförente me semble amener des r£&sultats contradictoires. 

D’abord il est clair que le cordon de liaison doit avoir une tension Z, telle, 
que sil etait coupe quelque part, la force active Z, capable de cette tension, en 
agissant a chaque bout de cordon, devrait empächer l’ouverture angulaire de sa- 
grandir au sommet. Donc l’Equilibre doit exister entre les forces primitives 7,7“ 
en A,A4‘, la poussce 1 — Il‘ et les deux forces actives Z, Z, appliquces l’une a 
A’C' quelle tire de 5‘ vers d, et l’autre a la barre AC qulelle tire de b vers b’ en 
sens contraire. Donc, puisque sous l'action de toutes ces forces actives, le syst&me 
ne saurait evidemment prendre aucun mouvement simple de transport horizontal, 
il suffit que la somme de leurs moments virtuels qui repondent ä une descente 
verticale de l’axe (0) et a un mouvement de deformation angulaire, soit nulle. 
Mais le moment virtuel de la poussee est &videmment nul dans ce cas: ainsi, en 
fasaı DA= DA = x = a‘,bc.cosp = z, on aura: 

T.dc + T'. dx’ — Z.dz — Z.d =. 


Mais da=—a.sinyg.dp ,„ d« =da , d=—be,snp.dp, partant: 


—(T+T).a+22.bc=0 , et Z=XT+T).;:: 


Ainsi lon n’a quä substituer les valeurs de 7, 7’, pour en deduire Z. Sı la dif- 
ficult€ ne se trouve pas levde par le raisonnement precedent, je demanderai com- 
ment elle doit l’ötre; car on ne peut pretendre qu'il y ait indetermination. Du 
reste on ne saurait gueres s’ctonner des difficultes de ce genre, si on considere 
que les questions de l’esp&ce actuelle touchent ä la limite extröme de lapplicabilite 
des principes de la mecanique et des ressources dinvestigation, connues jusqu ä 
ce jour dans le dornaine de la science. 


‚ (La suite au cahier prochain. ) 








Berichtigung zu 8.199, gegeben von dem Verfasser gleich nach Beendigung 
des Drucks seiner Abhandlung. 


Be Gedanke, welcher der in diesem Anhange niedergelegten Integra- 
tionsmethode linearer Differentialgleichungen höherer Ordnung zu Grunde liegt, 
ist übrigens schon anderwärts ausgesprochen. Euler giebt in seinen „, Institutio- 
nes calculi integralis” (vol. III, pag. 308 und 368) verschiedene lineare Diffe- 
rentialgleichungen an, und zeigt an jeder einzeln, dass die Bedingung, unter wel- 
cher dieselbe auf die Integration linearer Ditferentialgleichungen niedrigerer Ord- 
nung zurückführt, identisch ist mit derjenigen, unter welcher das Polynom der 
unabhängigen Veränderlichen die Zerlegung in rationale Polynome eines niedrigeren 
Grades zulässt. Als neu könnte demnach nur meine Darstellungsweise des 
erwähnten Zusammenhanges gelten, der man aber um so eher hier eine Stelle 
einräumen wird, als die diesem Anhange vorausgehenden Darstellungen jetzt rei- 
chen Stoff zur Benutzung jenes Zusammenhanges abgeben. WW eıler. 

Mannheim, den 24, Februar 1855. 





Druckfehler in der hier oben bezeichneten Abhandlung. 


Seite 112 Zeile 6 statt: stets unbrauchbar lese man: zur |Seite 165 Zeile4 st. z mit «ll. zemit <— a. 





Darstellung des allgemeinen | „ 10 »2 st.zmtz=al, z mit 2—a. 
Integrals stets unbrauchbar. » I >11 =ÖHNL.=— Gb). 
» 113 » 4 von unten statt drei, 1. dreiund mehr. | „ 176 » 11 füge hinzu: (b). 
- 18 »l0s.Z=elı=., » 180 » 13 st. «, und «, von ], a, und a, von, 
» 118 » 14 st. +, la = re 
» 19 » Ws. Z=el: =, » 181 » 1v.u.st. r” 
» 121 » Il v. u. st. 092, 1. ©,2. » 152 » 8 v.u. st. (3) 1. (b). 
» 121 » 3v.u.st. 251. 2b. »14 »O st=Zl=.. 
» 126 » 3 st. (e) l. (a). z ds, ds 
- 16 >» 6 o—=l0la=0. Bars 
» 126 » 3v. u. a 1. (P). E » 1897 » 14 8. @—y)? 1. @ + yı)%. 
» 128 » 10 st. 4y? 1y? — 1.4y} Fr » 17 » Bst a — 2) 1 @ +2)“. 


us b 
»„ 131 » 7 st, unabhängig l. von y unabhängig, » 10 » Sr. us. a + rc le — ER 
» 135 » Il v. u, st. Grenze |, Genüge, 194 11 st, zwei har liche |] Is : 
» » k ri . 
» 143 » 11 v.u. st. a+b, -(a+b) l.a-b, -(a-b). ee Kran 
» 14 » 14 st. yl.y””. » 196 » 9 v. u. st. drei veränderliche l. von 
» 145 » 9st. eingeführten l. eingeführten «. drei veränderlichen. 














12 er ee Be ee 

Yy Y » 201 » 14 v. u. st. das nte 1. das mte. 
» 157 » 7 v.u.st. der Theil ], der andere Theil, Pe a ER 7 0 20 

[2 » n 1 
- 160 » Il st. x? . ar, nn zn aaa. 
» 160 » 6 v. u. füge hinzu: (a). k an 5 ® *. Se) m 0 .fo)=0. h 
ds, ds, » 207 » 3 st. 9(2), weil g(), 1. g(2,), weil 93,). 
- 12 » Ps. I m lin aa 
Y3 Y: 
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t. 


Examen de quelques difficultes de la mecanique 
physique. 
(Par M. Steichen, professeur ä l’ecole militaire de Bruxelles.) 


(Suite du memoire No. 6., cahier precedent.) 





$. 10. 


Mouvement d’une harre pesante, glissant par une extremite sur un 
plan vertical, et par V’extremite inferieure sur un plan d’appui 
horizontal. 


Au premier abord cette question peut encore une fois paraitre insigni- 
fiante; mais en realit€ elle presente plus d’une difficult€ qu'il sagit de lever, et 
donne lieu ä des considerations importantes de theorie. Dans le tome 9, des Anna- 
les de Gergonne on en expose une solution, basee sur des idees qui se trouvent 
deja refutees d’avance par tout ce qui est dit dans les paragraphes precedents; je 
ne marreterai donc pas a la discuter, d’autant plus que le resultat des forces 
vives auquel je parviendrai, suffira pour montrer jusqu’a quel point on peut faire 
fausse route dans cette matıere delicate. 

Soentx=AX „ y=0 les coordonnees de lexträmite inferieure de la 
piece mobile apres un temps quelconque 2 du mouvement, @=0 , y=F celles 
de l’extrömite superieure au m&me instant. 

(x, Y) les coordonndes d’un point quelcongque intermediaire q, et 

p l’angle BAO de laxe avec horizontale apres le temps t. 

Si on prend en outre AB=a, Ag=a,0AX pour axe des abscisses, OBY 


pour celui des ordonnees, on obtiendra: 
X=a.coy , Y=Ö.sing, dAA=—a.sinpg.dp , dY=+a.cosp.dg. 
z=(a—a)cosp ,„ Y=a.sing, 


De ces equations on conclut immediatement que le centre Z de la rencon- 


tre des normales en A, B decrit une circonference de rayon a; que les divers 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 40 
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points de la bielle decrivent des ellipses allongees ou comprirnees dans le sens 
horizontal, et que le milieu de AB decrit un arc de cercle. Tous ces arcs cour- 


bes sont concentriques au sommet (0) de l’angle XOY. Ces memes equations 
donnent ensuite: 


dx dcosp dp 
a=(e- — )=-(a-.). SInp.y > 
dy d.singp dp 
" en ga dt ’ 

d?cosp d’y d’singp 
gi (ae) a gun 


Ainsi, en nommant e la vitesse variable qui anime la molecule dm, placee 
a une distance Ay= «a sur l'axe de la barre (je supposerai la masse concentree 


sur cet axe), ont peut representer la force vive de la bielle apres le temps t, par 


$.e dm; et comme on a actuellement 


dx? dy? p? 
Fat ze > la’ — 2a.a),sin’p-+ a?]. Fi 3 


on obtient pour lexpression de la force-vive: 


dy? dp? 
S.o’dm = sın’g. I .8(0 —2uaa)dm+Tp- 





Sa?:dm. 


Il est clair que le signe dintegration S se rapporte aux elements de masse, puis- 


que la quantitd a, qui ne change pas avec le temps pour une m@me molecule dm, 
change d’une masse dm a lautre sur laxe AB. S.a’dm exprime donc le moment 
dinertie de la bielle par rapport a sont extr@mite A.. Ainsi, en posant, pour 
abreger, 


S.dn = M.h?, 


et nommant M la masse entiere, M%* son moment d’inertie relatif au centre de 
gravitc, on obtiendra: 


$S.a”.dm ou Mh’= ME®+-M.c, 


et S.odm = (% 2). sin ’p. M(a?— 2ac) + Mh’, (2 


Mais en negligeant d’abord les frottements düs aux pressions, normales dy- 
namiques en A,B, on voit d’apres le principe general de !’equilibre entre !’action 
() en & et les reactions dinertie des divers elements mobiles quil est necessaire 
et suffisant que la somme des moments virtuels effectifs, qui repondent au mou- 
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vement momentane de la bielle, soit nulle. Cette condition donnera, soit qu’on 
decompose icı () d'une maniere quelconque, soit qu'on le laisse tout entier en son 


point d’action resultant: 
2 


2 
— ().c.cosp.dp— S.dm T2.dx — S.dm.Tldy —=(. 


On doit prendre le premier terme avec le signe (—) mis en evidence; parceque 
dip est une quantite en elle-m@me negative. On peut r@emarquer ici, comme dans 
le cas gencral, que l’ensemble 


dx.d’x + dy.d'y 


— S.dm. ( a ne 


des termes, exprime ä la fois la somme des moments virtuels effectifs des r&actions 
dinertie totales et celle des simples r&actions d’inertie tangentielles; ce qui pro- 
vient de ce que le moment virtuel effectif d’une force centrifuge quelconque est 
nul, en vertu de son direction normale ä celle du chemin döerit en chaque instant 


par son point d’application. Cela se verifie aussi analytiquement, puisque l'on a: 
da.Ea + dy.dy= ds.d’s; 


MEERE ds d?s ‚ds 
car cette somme se reduit ainsı ä — S.dm. 7a. ds. Or, — dm „ — dm IR 


u iu } 25 v A 
sont les r&actions d'inertie tangentielles de dm, dın‘...; et - dm. 75 dm 5.ds‘; 
expriment parconsöquent les moments virtuels effectifs de ces forces. On concoilt 
aıinsi d’une facon intuitive le principe des forces-vives instantandes et finies, comme 
une consequence immediate de celui des moments effectifs, et l'equation obtenue 


dans le cas actuel revient ä cette autre: 
— Ocusgp.c.dp — S.dm.v.de=0; 
partant Ss. dm = const.— 2Q0.c.sinpg = C —20.c.sing. 


Substituant dans cette derniere la valeur de S.c,.dm en fonction de 


dy Er RE 
p et (=), on en deduit: 


2 
(A.) M. [(a? — 2.ac) sin’p —- h?] (=) = M.C-— 20.c.sin EzErE 


Cette equation fera connaitre langle p en fonction du temps 1, et par suite 
toutes les autres quantitös en valeur de la variable independante. Mais comme 
la nature geometrique des chemins decrits par les divers points (%,y) est connue ä 
lavance, la connaissance de x,y en £ devient en quelque sorte superflüe. Du reste, 
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la solution analytique de en Z me parait impossible, puisque dans le cas partı- 
culier, m@me diune barre pesante, homog£ne, pour laquelle on aura 
a—2ac=0 , c=;a, l’equation (A) devient: 


doo\? 
(A’) M.h (4) =M.C—20.c.siny, 


et n'est pas m@me intögrable par les m&thodes &lementaires. 


Quoiquil en soit daailleurs, il y a diverses r&marques interessantes ä faire 
sur la tmnatiere qui nous occupe. 


de s i } 
D’abord -() exprime la vitesse angulaire meme avec laquelle tous les 


points de la bielle tournent momentanement autour du centre instantane Z des 
normales .1/,. BJ. Soit en effet d‘$ la rotation &l&mentaire de AB autour de /, 


on aura pour l’@lement de chemin deerit par A, d’une part: 
dX = Al.d$ = asıny.d$, et de lautre JX\ = —a.sing.dyp, 


dp 


d’ x E j 3 } B 
partant -\,) = + (Z). On doit considerer ensuite que l’on parviendrait 


aussi & lequation differentielle seconde du probleme, en estimant les moments de 
rotation des forces aclives et des reactions dinertie tangentielles; car les moments 
des r&actions dinertie normales ou forces centrifuges, sont nuls autour de ce cen- 
tre, puisque les forces passent toutes par le point / qui se d&place dinstant en 
instant, 

On pourrait se proposer aussi de rechercher la resultante de ces forces 
qui repondent ä une valeur designee de la vitesse angulaire et A un angle p: ces 
deux dernieres quantits se trouvant liees entrelles par l’equation (A). Cette re- 
sultante existe, puisque toutes les forces elömentaires normales convergent ä cha- 
que instant vers un seul centre /, Enfin, on peut faire observer que pour traiter 
la question d’abord en faisant abstraction des frottements, nous sommes parti de 
lidee: que dans le cas actuel ıl est necessaire et suffisant que la somme des mo- 
ments virtuels et effectifs de la force (et des reactions J'inerlie, soit &gale & zero; 
ce qui mene A lequation (A): expression du principe des forces-vives. Mais ä l'in- 
verse il est &vident que cette seule equation de condition est requise et suffit pour 
la solution complete du probleme; et cela doit arriver pour tous les cas analo- 


gues, cest-ä-dire pour toutes les machines et pour tous les systemes, tellement 


gends quils ne puissent prendre qu'une espece de mouvement defini. 
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$. 11. 


Suite: Solution de Ia question eu egard aux frottements. 


Pour tenir compte des frottements, il faut d’abord &valuer les pressions 
normales dynamiques supportees a chaque instant par les deux plans d’appui. Or 
cette evaluation devient assez aisce dans le cas actuel, des qu’une fois on adopte 
la methode si simple et universelle de l&quilibre entre laction et les reactions 
d’inertie. Des lors en effet le problöme des pressions dynamiques est reduit ä 
celui des pressions statiques; car, n’est-il pas &vident que si pendant un instant 
dt du mouvement dune machine, je remplace les reactions d’inertie totales par 
des forces actives de ın@me intensile et direction; celle-ci emp&cheront les modi- 
fications momentandes de vitesse qui se produiraient sans elles: elles font donc 
equilibre aux forces directement appliquees. Donc aussi il y a &quilibre entre 
les forces directes et les reactions d’inertie Zotales, considerees comme forces ac- 
tives; et cet equilibre subsiste par le moyen des points fixes et des surfaces d’ap- 
pui de la machine, et doit continuer A subsister dans hypothese que ies vitesses 
de ses divers points mobiles soient andanties pendant linstant di. Donc les pres- 
sions normales doivent se produire et se transmettre sur les obstacles de la möme 
maniere que sıl y avait Equilibre statique. 

Le probleine general des pressions dynamiques est donc en effet reduit & 
un probleme de pressions statiques, si toutefois les r&actions diinertie sont consi- 
derees comme forces actıves dans cette evaluation. Appliquons cette methode ä 
la question particuliere et actuelle. 

En designant par U, F les composantes des forces diinertie, parall&les aux 
axes coordonnes OA, OY, on obtient: 


d’x d’y 


U=—-S.dm. a, == .dm.za» 


ou, en substituant pour @,y leurs valeurs: 














d?,.cosq d’.cos« 
U=—— 5 S(adm—adın) = —M.b.— a : 

d’.sing d’.sin 
v=—-°.Sadm=—M.c. 5: 


On voit bien que la grandeur de chaque composante totäle est la m@me 
que si la masse entiere de la bielle &tait condens&e au centre dinertie: mais les 
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positions des lignes daaction sont loin d’etre ce qu'elles seraient dans cette hypo- 
thete. En effet, soit y la distance de la ligne d’action de UA l’axe OX, et x, la 
distance de la ligne de Fa laxe OF, jaurai (x, y,) par des &quations de mo- 
ments qui se r&duisent ä celles-ci : 


d’x d? 
Uyı=— S.dm.Za.Y > Va =—S.dm. 5%; 
d’on byı=(ac—h’)sinpg , c.0, = (ac—h?).cosg. 


Soient (fig.9) m ,rı les points de rencontre de AB avec les lignes de U,V/ 


respectivement; on aura: 
mA=yı:snp „ nB=a,:cosp 
et les valeurs obtenues reviennent aux conditions 


b.mnA=ac—h?” „ c.nB=ac—H#'. 


1! est aisö ä reconnaitre par lä que les deux lignes deU/, / se coupent en un 
point (w, y,) situ& en dehors de laxe AB, et que ce point dintersection ne tombe 
pas m&me sur AB dans le casdune barre homogene. On peut verifier ensuite que 
la ligne d’action de la resultante m&me des forces U, Y ne saurait passer par le 
centre dinertie de la barre. Cela pos&, comme l’equilibre subsiste pendant cha- 
que instant di, de la möme manicre que celui du repos, entre les forces O, U, V, 
considerdes comme actives, et les frottements düs aux pressions normales, Pen A, 
P'‘ en B, il s’ensuit que ses pressions doivent se transmettre dapres la loı recon- 
nue au ($. 3). Il est vrai que dans le cas actuel la barre est soumise & une force 
verticale descendante ) en G, a une autre, ascendante / en n, et ä une force 
horizontale U en m; mais par la nature du mouvement on voit que ces forces 
sont telles que la premiere () est sur le point de l'emporter sur les deux autres 
et sur les frottements f.P f‘. P‘. Donc la decomposition doit se faire en effet 
comme au ($. 3), et de maniere quil n y ait en resultat qu’une pression normale 
P‘ en B, une autre P en A, et une traction horizontale unique T’ A l'extre- 
mite inferieure de la barre: Done il faut opörer de la maniere suivante. 


Les forces verticales (), 7” transmettent aux deux points extrömes: 


b nb 
en A une force descendante 0.2 —/V. () : 


A 
en B une force descendante Q.- V. (“-) ' 


en 
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La force Ü transmet aux mä@mes extremites les composantes: 


. mPB 
en A de A vers X une traction U. ("-) 


BE A 
en B une force horizontale ... Ü. (-) parallele a AX. 


La premiere de ces quatre forces, agissant suivant une ligne de destruc- 


tion absolüe, ne saurait plus se decomposer. 
La quatrieme, agissant suivant une ligne negative de destruction, ne sau- 


rait que diminuer la pression normale en B. 


BEN mB e } ; f 
La troisıeme U,(— ) ne se decompose pas non plus, puisquelle agıt 
= p p p puısq - 


suivant une ligne de mouvement absolüe; au fond elle est negative et ne saurait 
que diminuer la traction düe au poids 0. 
4 - c nA 2 
Mais la deuxieme composante ee V. 7) qu tire la barre de R 


vers (), doit exercer ä la fois une action sur les deux plans et un effet dynamique 


sur la barre; ce que l’on ne concoit, & moins que de la decomposer suivant la 


normale BN a laxe BA; ainsi cette deuxieme force donnera: 


A . 
(0. — v. cotgyp suivant BN, 


(0.2-r.). 


a a sin p 





‚ suivant BA. 


Cette derniere se transmet en A suivant le prologement de BA, et y produit 


. A 
un effort horizontal (0.2- V. — cotgp 


; c nA 
et une force verticale (0. FE V. -) } 


De cette analyse on conclut imme&diat&ment: 
A 
T=(0.2—- 9.” )cotgp + U.” , 
A b B 
P=0.2-V. +0... -V.— = 0O—V;, 


pP = (0.2—-r.)cotgp— U. = T—U. 
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Pour avoir l&quation de condition qui fournit la solution de la question, 


on naura plus qu’a substituer ces valeurs dans l’equation des moments virtuels 
| I A A 
LT-fO- MIAX+f(Q.2- V."2) eotgy.dF—f.U. .dY=0. 
Dans !hypothese def=f’=0, cette derniere devient simplement: 
c nA mB 
20 ,„ m (0.2. ")cotgp + U." =®, 
Celle-ci, ou son &quivalente 


O).c.cosp—V.nA.cosp+VF.mB.wmpy=0, 


doit reproduire l’&quation aux forces vives d&jä obtenue pr&ec&demment. Or eu 
gard aux valeurs de 4.mA ,„c.nB, on obtient: 








d? d? 
V.nA= — MN’. at »„ U.mB=—M(ab—ac+P). —. 
et l&quation pr&c&dente devient par la: 
d dog 
(P.) Q.ccosp + Mh’. (7; T).d 1. T 
+ M(ab—ac+ bh’) (sin p. 2).d (eier —=0, 


et par une premiere integration on en Ken 


M ((a’— 2ac) sin? p-+h2).“ —= MC—?20QO.c.sing ; 


et cette dernicre est en effet ce quil fallait d’abord retrouver. Mais cette verifi- 
cation ne prouve cependant rien en faveur de l'exactitude des pressions normales 
auxquelles on attribue les frottements; car sil y avait erreur dans ces pressions, 
elle disparaiträit par I’hypothese df= f‘=0. Cette verification prouve donc 
au plus que probablement il ny a pas erreur de calcul dans l'&valuation des quan- 
tites U, F X »Yı- 

L’hypothese de {= f‘= 0 nous a fait rentrer dans la partie rationnelle 
de la question dont nous avons obtenu ainsi un second mode de solution, fonde 
sur l’evaluation des forces U, F. Ce mode met en evidence quelques proprie- 
tes qu'il est utile de constater sous forme de remarques. 


Remarque I. 1a ete dit plus haut que les lignes d’action des forces 


U, TV ne se coupent pas sur l’axe AD, pas m&me pour le cas particulier d’une 
’ ' } ’ 


u vr a er Sl a en at: 
Anl re EEE ö ve z ; 
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barre homogene. En effet, dans cette supposition on a: ’ = ha’+14a? = 4a, 


e=b=za. Les equations generales 6.m A = c.nB = ac— h? donnent: 
mA=nBb=}a. 


Ainsi dans ce cas le point m est aussi eloign@ de A que le point n lest de B; 
mais sur la barre ils laissent entr’eux un intervalle nn pr&cisement egal & chaque 
distance nA=nB= a. 

Pour verifier de m@me que dans le cas g£ueral la ligne d’action de la re- 
sultante des deux forces U, / ne saurait couper l’axe AB en son centre de gra- 


vit€ G, on doit considörer que l’equation de cette ligne est 
Uy—-V.a=UD,y,—V.a,, 


et que !on a: y= a.sinp — x.tanggp pour l’Equation de la droite AB. Donc 
pour l’abscisse x° du point de rencontre de ces deux droites on doit avoir: 


U.(a.sinp — x.tangp) — F.e" =U.y—Vıx. 
Mais sı la resultante coupe AB en G, il faut avoir aussi: 
U.(c.sing—Yyı)=V.(b.cosp— a) , 
ou, par substitution de x,Y, et par reduction: 
V.c.sinpg=TF.b.cosyp. 


Or par le moyen des valeurs de U, / developpees, on verifie que cette condition 
est absurde pour tout &tat de mouvement; et pour l’etat de repos elle est insigni- 
fiante, puisque les forces U, / disparaissent. Je conclus de la que les forces d'iner- 
tie n’agissent pas ici de Ja m@me maniere que sı Ja masse entiere etait condensde 
au centre dinertie de la barre, et que leur intensite est seulement la m&me que 
dans cette hypothöse. 

Il est done d&montr& ainsi par un exemple que la /or du mouscement du 
centre d'inerlie nest pas m@me vraie pour tous les cas de lam&caniquerationnelle. 
Elle ne subsiste que pour les corps et les systemes de corps parfaitement libres, 
et devient illusoire pour ceux qui, comme les Machines, sont g@nes par des ob- 
stacles et ne peuvent plus prendre que des mouvements d£finis, et compatibles 
aux liaisons mutuelles et aux obstacles m@mes. 

Dans le cas special qui nous occupe on a fait pour le moment abstraction 
des resistances passives, et demontre que dans cette hypothese m&me, le centre 


diinertie ne se meut plus de la m@me maniere que si toutes les forces, r&aclions 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 41 
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dinertie y comprises, &taient ramenees parallelement ä elles-mömes. Que serait- 
ce donc par voie de plus forte raison, si [on tenait une fois compte des frotte- 
ments? Du reste, la remarque precedente est necessaire et utile, parcequen se 
laissant conduire par I'hypothese de la methode ordinaire, on est naturellement 
entraine ä attribuer une extension exageree et inexacte ä la loi dont il sagit. Cest 
en effet ce qui est arrive; je le dömontrerai plus tard par des faits dans un autre 
travail. Mais des-a-present linexactitude de la loı du mouvement du centre 
d’inertie devient manifeste pour ceux des lecteurs que jaurai pw convaincre par 
tout ce qui pr&cede, de l’inadmissibilit&t de la theorie ordinaire dans de cer- 


taıns cas. 


Jiemarque II. Eu egard aux valeurs obtenues pour &,y,, on a: 
’.yı+0.a}=(ac—l). 


Ainsi le vrai point de concentration de la masse ou des forces U,/’, se meut sur 
une ellipse concentrique et homothetique aux ellipses sur lesquelles roulent les 
divers points de la bielle, pendant que celle-ci se d&place sous l’action de () entre 


les deux plans dappui OX,OY. 


On doit remarquer aussi que l'&quation aux forces-vives donne la vitesse 


dd a : . . 
angulaire (Z) en fonction de l’angley, partant que pour toute position dynami- 


que dösign& de la barre, on peut obtenir les forces U, / en fonction des donnees 
Q0,M,a,b,g, et par suite les pressions dynamiques P, P‘. Ainsi le probleme se 
trouve resolu ä peu pres aussi bien que si on connaissait la variable 9 en fonction 


du temps. 


Jtemarque III. Il me reste un mot ä dire de la solution exposee dans 


le tome (9 p.110, 111, etc.) des Annales de Gergonne. 
La partie dynamique de cette solution, exprimee dans les notations admi- 
ses ıci, se reduit & l’equation 
dp\? r 
a.(77) —=(C—2g3.c.sinp, 


et lauteur, sans doute uniquement preoccupe de la forme de ses formules, n’'he- 


site pas a proclamer ce resultat comme "expression du principe des forces-vives. 


\ j ar F dp? 
Mais avec un peu d’attention on s’apergoit aisement que le terme Ma? nn se- 
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rait seulement la force-vive de la bielle, sil &tait permis de condenser toute sa 
masse au point de rencontre J des normales A], BJ. D’ailleurs il est bien prouv& 
plus haut par des transformations purement de calcul et de geometrie ($.10) que 
l’expression de la force vive de la bielle est: 


M[(a?— 2ac).sin’p+h?]. 


Le resultat obtenu par l’auteur de la solution est donc au contraire en contradic- 
tion manifeste avec le principe m@me qu'il invoque, partant avec celui des mo- 
ments virtuels effectifs. Voilä certes un exemple frappant des aberrations aux- 
quelles I!’hypothese de la theorie ordinaire peut entrainer. 

Remarque IV. Comme le deplacement momentan& de la bielle ä une 
@poque quelconque, n’est qu’une rotation de tous ses points autour du point J, 


et que dans la supposition de /=f’ = 0, l’Equilibre subsiste entre les actions et 


reactions, ıl est necessaire et suffisant que la somme des moments des forces 
O,U,V autour de / soit nulle; ce qui donne immediatement (fig. 9): 


O.c.cosp + U.mp—V.rn=0; 
mais mp = asinp — Yı, N = a.cosp — X, ou bien: 
mp=mB.sng „ m=nA.cosy. 


On retrouvera par lä une equation de condition qui saccorde identiquement avec 


celle 7 = 0, obtenue d’abord. 


On n’a pas m&me besoin d’aller jusqu’a la d&composition rectangulaire des 
forces diinertie et de Q, pour se procurer lequation du probleme rationnel. En 
effet, !’element de masse dm, plac& au point g, ä une distance a de A, reagit avec 


a), 


une force tangentielle 





— (dm. 


et avec un moment 


d$ 
d.(g1.,,) h 


dt 





— dm.gl. 


et tel est aussi Je moment de reaction d’inertie total de dm, puisque sa compo- 
sante normale, ou sa force centrifuge passe par le centre / m&me, quelle que soit 
la valeur de a entre o eta. On obtient donc ainsi, de la maniere la plus di- 


recte: 


41* 
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d. (11.2 Ben 
Q.c.cosp+S.dm.gl.— z— =0; 
ou 
Q.c.cosp.dp+S.dm.gl. (F).0.(g1. =—, 
partant: 


2 
2().c.sinp+ S.gI’.dm. 2) =cont=(. 
De plus, comme le triangle 97 A donne: 
= (a — 2ao)sin’p-+ u’, 


on retrouvera encore une fois le resultat d&ja obtenu par des marches sı diverses, 
et par suite lequation (A) möme. Mais des qu’une fois on veut tenir compte des 
frottements, la decomposition des forces devient inövitable pour l’evaluation des 
pressions normales, ainsi que le principe des moments virtuels effectifs que l’on 
peut ndanmoins remplacer souvent par celui des ımoments de rotation. C'est ce 
quiarrive dans l’exemple actuel, et pour tous les cas olı la remarquable propriete 
geometrique decouverte par M. M, Chasles et Bobillier, est applicable. Or ces 


cas sont toujours faciles ä reconnaitre. 


hemarque V. La pression P a &t€E obtenue sous la forme tres simple 
P=0-J/, 


et la pression P’ en B sur le plan vertical peut se simplifier aussi. En effet, lon 
a, du moins dans le cas de l’&quilibre rationnel: 


P,a=(O.c—V.nA)ctgp— U.mA. 


Mais en vertu de l’@quation meme T’=0, le preimier terme du second membre 
de P'. a se reduit ä —U.mB; d’ou l’on conclut: 


P'=—TU, 


Ainsi la pression normale contre le plan vertical se mesure ä chaque instant du 
mouvement par la composante rectangle horizontale des reactions d’inertie, tan- 
dis que la pression contre le plan horizontal se mösure par (O—F). En deve- 


loppant les valeurs de U, 7, on trouve: 
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d’p 
P=0-+M.c.cosy. Fr — M.c.sing. (7) 
Si on suppose que la force motrice soit le poids meme de labarre, ona: Q= Mg, 
et l’equation (A) donne pour C= A’: 
d’p &.0.C0Sp 
(E)= VAR 25.0.0) , = ER 

Faisons remarquer que ces formules ne doivent pas s’etendre au cas de 

p = inclusivement, puisque le plan horizontal, &tant cens& an&antir tout-A-coup 


la vitesse acquise, dnne U=0,/=0, et fait disparaitre le jeu continu des 


forces dinertie pour @ = 0; mais eiles doivent setendre neanmoins jusau’A 
s J q 





infiniment petit; ce qui donne pour les valeurs limites P,P,— (4 Ä de 
dp 
IUSARRENRR 
rn e ao _f . OR: 
Pe; Bela): 


Si lon suppose que pour la position initiale ,, la barre ait une vitesse an- 


gulaire nulle, on a: 4= 2g.c.sing,, et la pression P’, aura la valeur negative 


2b ’ i 
— Osin PTR: et pour le cas d’une bielle pesante homog£ne: 


M"=id;, D=!0; P=-30.sing ; -(#) „Vles=e =2:) 


Pour avoir la limite a laquelle la pression P’ devient nulle, pour croitre 
d’p 2 
ensuite negativement, il faut y substituer les valeurs de (4 2), (47) en g, d’oü 


il resulte: 
3Mb.g.c 


P'=—M. 5 ru ER + 3 .005p.sinp, 





et la valeur ı) de cet ” limite est par consequent donne par l’Equation 


sin.) = = = sing, pour A?= 2g.c.sing, - 


Ainsi, tant que langle p est compris entre , eta), la pression P est positive, de- 
vient nulle pour g='J, et negative pour <a), jusqu’& $ infiniment petit. Ainsi 
dans cette derniere etendüe le plan vertical d’appui n’est plus necessaire, et le 


mouvement se fera comme si ce plan nexistait pas. 
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Remarque VI. Pour former l’&quation du probleme eu egard aux frot- 
tements, on r&marquera d’abord qu’en general PP'= — U, ce qui donne: 


T.dX— (DO — V)dX+f(T— U).dY=0, 
— T.a. sinp.dp+f O—F)a.sinpg.dp+f.T.a.cosp.dp—f.T.a,cosp.dp=0, 
ou en substituant d’abord la valeur de T7': 


— (O.c—F.nA)cosp.dp— U.mB.sinp. dp + f(O-F)a.sinp.dp 


cos’p.dp =(0. 


+f(O.c— V.nA).— 6 — — f,U.mA.cosp.dy 


En tenant ainsi separ&s les deux termes ind&pendants de f,f’ auxquels une 
intögration immediate est applicable, et dont lintegrale est deja connue par le- 
quation (P’), on reconnait ce qui reste a faire par lintroduction des termes en 
Sf. On voit que la difficult& est ramenee ä& evaluer: 





cos?p.d 
af .sinp.dp ,„ nA.fV. m ma .f. U.cosp.dy; 
les quantites U, 7 ayant les valeurs 
ei I @ dy? dp 





—= M.b.cosp. „u + M.b.sing. "3 ; #7 =M.c.sing. ae M-.e.p. 


7 

Si lon pouvait surmonter ces difficultes de calcul, on pourrait sans doute 
&claircir aussi completement celle qui est signalee au $. (c,.8°), en prouvant par le 
fait m@&me de l’analyse ce que lon a admis dans le No. cit&; ä savoir que les pres- 
sions dynamiques se substituent aux pressions staliques dans toute l’etendue de 
lintervalle angulaire compris entre g‘ et O. 


$. 12. 


La matiere que jai traitee jusqu’ icı est-certes delicate et Epineuse: elle 
est enveloppee d’une metapbysique profonde que l’on ne saurait eclaircir, je pense, 
que par un examen altentif et la discussion des faits qui se produisent dans de 
certains cas particulier. Non seulement elle offre ce genre de difficultes que 
j’ai siıgnaldes plus haut, et que je crois avoir expliqudes d'une mani£ere satisfai- 
sante. Lihypothese de la theorie ordinaire presente en outre des contradictions 


qu'il me parait impossible d’expliquer, comme les premieres, par le principe des 
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vitesses virtuelles effectives, et dont je n’entrevois pas encore lapplication d’une 
maniere nette et pr&cise. L’exemple suivant sera eminemment propre ä faire 
ressortir ce nouveau genre de difficultes. 


8.13. 


Equilibre d'un prisme ou pilon a mentonnet, retenu entre des gui- 
des, et soumis a deux forces actives, Tune descendante ® agissant 
suivant l’axe, et lautre ascendante F, agissant a l’extremite du 
mentonnmet. 


Pour ne pas compliquer inutilement la question, je considere le cas d’un 
pilon ä axe vertical (fig. 10), et je ferai pour abröger: 

La largeur du prime DF=e ,„ DE=1e; 

La longueur du mentonnet BD = m; 

La distance verticale entre les deux guides (AA’) = /; 

Les co£fficients des frottements aux points (A, A) = f; f. 

Les pressions normales et horizontales en ces points = II, II’ dans l'6tat 
d’equilibre sous l’action des forces directes F',O. 

Si la theorie ordinaire est encore applicable ici, rien au premier abord ne 
parait plus simple que la solution de la question actuelle d’&quilibre entre les for- 
ces Q/, fi, f' II‘. En eflet, d’apres !hypothese de cette theorie, il faut que le 
prisme puisse @tre consid&re comme parfaitement libre, et en &quilibre sous lac- 
tion des forces F, Q, fr, f'Il', considerees toutes comme aclives, partant que l'on 


ait d’apres les conditions generales appliquees au cas actuel: 


F—-Q—-/.n— ft —=0; 
a—ın'=ß®; 
F(m-+4e)— 11. MG — v.M'G— f. mie +f. IT. 2e=0. 


La derniere condition suppose qu'’on prenne les moments autour du cen- 
tre de gravit© @ du prisme, et que la ligne d’action du poids () passe par ce point; 
ce qui arrive necessairement, si l’on entend par Q le poids total qui charge le 
prisme, augment& du poids m@me de celui-ci. Or en vertu de la seconde con- 
dition, les deux autres donneront pour la valeur m&me de la force &quilibrante et 


de la pression IT: 
m-+}e 1-,(f-N 


) ner ı Fe. 
A) HERZ 3 PH HNAIN 
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Si l’on fait dans cette valeur de F en fonction des donnees, f=f, on obtient un 
rösultat particulier qui s’accorde exactement avec celui donne par Navier dans ses 
Applications de mecanique. 

Mais si l’hypothese de la theorie ordinaire est admissible en these gene- 
rale, il doit &galement ätre permis de faire le raisonnement suivant. Puisque l'e- 
quilibre doit subsister entre les forces directes, les frottements et les reactions nor- 
males, il faut que la somme des moments des forces F, 0, — I, + /II autour du 
point d’appui A‘, soit &gale a zero. J'omets dans cette somme les moments des 
forces — IT’, f'IT‘, puisques elles passent en ce point: ainsi l'on aura: 


F(m+e)— N.1—f.IT.e—-0.1e=0, 
m-+ € e 
partant 1= EIG) - 21 -+S.e . 


Il faut ensuite que la somme des moments des forces F, — IT‘, f'II' et 0 autour 
de A soit nulle, ce qui donnera: 


F.m— IT.I+f'II.e+014e=V0, 
er e 
partant I’= Fi—pst+ 0.20_fe) R 


La troisieme condition manifeste qui resulte, si on veut, d’une maniere 
incontestablement exacte du principe des moments virtuels effectifs, est d’ailleurs, 


comme d’abord: 


F=0+/.N+/f It. 


Si l’on introduit dans celle-ci les valeurs de 77, 77‘ en F, deduites des deux pre- 
mieres, on obtient, apres reduction: 


B)  Fl-fe-mf+M)=IR+Hff.H. 


Mais le resultat de la premiere methode ou l’&quation (A), peut @tre mise 


sous la forme 
(C)  Fl-fe-mf+P)=S@Rr- e.if-N). 


Donc, si les deux manieres de raisonner sont exactes, (et une l’&tant, on ne voit 


point pourquoi lautre ne le serait pas), ıl faut que les deux valeurs de F’ don- 


ndes par (B) et(A) ou par (A) et (C), soient les mömes, ce qui exige que l’on ait 
la condition 
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I.CH/f.e) =3.@P- ef) 
m | I-P-Ne-slF=0. 


Or cette @quation de condition entre constantes, etant gendralement im- 
possible, il s’ensuit que les resultats (A, B) des deux m&thodes, subordonndes 
neanmoins ä un m@me raisonnement, sont contradictoires. Pour sauver cette ma- 
niere de raisonner implicitement propre ä la theorie ordinaire, de cette contra- 
diction patente, on peut, il est vrai, opposer ä Ja m&thode qui am£ne l’Equation 
(B), une objestion assez fondee et qui se reduit ä ce qui suit. 

Lorsqu’en estimant les moments des forces autour du point A’, on prend 
la pression normale en A en sens contraire, il parait &vident que le frottement 
[IT en A n’existe plus, puisque par designation le prisme est presse par une force 
directe + 77 contre lappui, laquelle est detruite par la force active — IT nouvelle- 
ment introduite. Ainsi dans l’equilibre des forces autour de 4‘, ıl n’y a plus la 
force /Iren A. Si done cette objection est fondee, il faut qu’aux Equations de 
conditions de la seconde methode on substitue les suivantes qui sont m&@me plus 
simples: 

1. F(m+)—ın1—- QOse=V0, 
2. F.m— ıt.I+Qse=V, 
3”. F=QO+/.nH+rfn 


mtr e e 
n= Fl n )-0.5: 
ii FT + 0.5 


(B‘.) Fl —f.e—(f+f)m| =30[2+(f — fe]; 


et maintenant l'accord devrait au moins exister entre les rösultats (B’) et (A) ou 
(B‘) et (C). Or, pour que la valeur de F, deduite de (B), soit la m@me que 
celle de (C), il faut avoir l’equation de condition 


ef -NRp-2D-e(fHN)=0; 
dans laquelle p = /—- m(f’+/f); ou, en remettant pour x sa valeur: 
e (m+3e) (F-NF+HN =. 


Mais celle-ci devient seulement identique dans les cas particuliers dee=0, de 
m+ile=0 , oum=-3e; etdef =f: et sauf ces cas tout speciaux, la 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 42 


d’ou resulte: 
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condition obtenue est inadmissible. Donc la troisieme methode est, comme la 
deuxieme, en contradiction avec la premiere. Ilest neanmoins clair quela question 
proposte n’est susceptible que d’une solution unique et definie, partant qu’on ne 
saurait lever la difficult®, en admettant une pretendüe ind&termination. On ne 
serait pas plus fond€ a admettre que jinterpräte inexactement les idees qui ont 
universellement cours chez les auteurs; en outre on doit r&marquer qu’un accord 
parfait se r&tablit dans tout ces resultats contradictoires des qu’une fois on fait 
f=0 ,f'=0, pour ramener la question & l’etat purement rationnel. Mais 
quelle est la vraie solution de la question de l’&quilibre physique? On peut ac- 
corder avec assez de fondement que la seconde interprötation qui amene l’Equa- 
tion (B) est inadmissible ; et en concluant par lanalogie avec d’autres cas, exami- 
nes pr&c&demment, on ne saurait gueres avoir de confiance dans les resultats 
(A,C) de la premiere, qui ne sont que lexpression stricte et litterale de la theorie 
ordinaire. Quant au resultat (B‘) de la troisitme methode, nous ne saurions d&- 
cider sil faut ladopter ou le rejeter; et lon peut conserver ä cet ögard les doutes 
les plus considerables, parcequ’en se pronongant pour laffırmative, on n’a plus 
qu’ä nuancer un tant-soit-peu les raisonnements qui conduisent a (B‘), pour re- 
tomber dans cette hypothese de la theorie ordinaire, qui est absolument 
inadmissible. 

La question presente nest done point resolue; et il convient de remar- 
quer que toute la difficult€ se reduit a la determination exacte des pressions nor- 
males 77, 11°; car l’equation F=fMT+J'.I7+ 0 est incontestablement exacte, 
puisquelle peut etre consideree comme une consequence des moments virtuels 


effectifs ou du principe des quantites de travail &lementaires qui sexprime ici par 
F.dh = Q.dh + (fIT + f.IT) dh; 


et celle-ci ramene immediatement ä lautre par la suppression du facteur commun 
dh, ou de l’espace virtuel decrit par le point d’application de chaque force 


F,Q,/IT, fa, 


JRemarque. 


On pourrait bien etablir une solution, faisant dependre la valeur de la 
force Equilibrante /, de la position variable du prisme entre les deux guides, en 
remplacant () par les deux composantes 10, 4Q) en A, A‘, et decomposant da- 
bord la force F suivant AB, BA‘, etc.....-. Mais comme rien ne garantit cette 


loı de substitution et de decomposition de forces comme effective, jomets cette 


solution pour le moment, sauf ä y revenir une autre fois, sil le faut; car je nai 
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dit ici ni mon premier, ni mon dernier mot. Pour des renseignements plus eten- 
dus on pourra consulter mes m&moires sur /equilibre de la eis a filet triangu- 
laıre;, sur la machine a vapeur et sur lequilibre physique des machines en 
general, inseres dans le recueil de la Societö-Royale des Sciences de Liege (1843 
— 1853). Je suis pret ä discuter avec les geometres qui auraient des objections 
solides a opposer ä mes iddes. Mais je puis dödaigner toute critique purement 
negative, parcequeile est sans fruit pour la science. Mon memoire sur l’Equili- 
bre physique est, comme le present travail, un developpement explicatif de P’in- 
troduction plac& en t&te de chacun. On y trouve aussi la dömonstration du prin- 
cipe des moments virtuels effectifs et arbitraires, ind&pendamment d’aucun autre 
principe et d’aucune autre notion de mecanique, Tout y repose sur la definition 
generale des machines et sur celle du centre d’inertie, telle que je l’ai exposte dans 
le memoire de statique insere dans le tome (44) du present journal remarque (21). 


Bruxelles ce 30 Juillet 1853. 
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N, 


Elementary Theorems relating to Determinants. 


(By Mr. William Spottiswoode Esq. M. A., J. R. S.) 
(End of the memoir No. 5 p. 209.) 





$. VII. 
On the connexion between Determinants and homogeneous Functions. 


I: was shewn in a former section that there was an intimate connexion 


between the determinant 
12..n | 
’ 
ı2..2 


and the system of linear equations 


1.) +19); + ...+(1l.n).=0), 
(1.) (2.1) 2, +(2.2) 2, + ...-- +(2.n)a,=0, 
(n.Y)a, + (n.2)a, + ----- +(n.n)e,=0, 


in as much as the vanishing of the determinant in question expresses the compa- 
tibility of the equations. 

It is however easy to conceive a limitation in generality among the con- 
stituents. Such, in fact would be the case if the system of equations were not 
absolutely independent but derived from some function of which their lefthand 
members formed parts. Thus suppose: 


(2.) U=(1.1)a7+(2.2)2?+..+2(1.2)2,% +, 


then 
dU 
a 1Ya+lNa+.. + (ln) 
dU 
3.) Ze (2.1)0, + (2,.2)x%, +... + (2.n) x, 
Pa 
m RD +n.D)a; +... +(n.n), 
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with the relations 


* (1.2) = (2.1) ..... (1.n) = (n.l) 
aan atete ne an a Rec 
(n.1)= (1.n)(n.2) = (2.n)....- * 


For this reason a determinant whose constituents satisfy the above rela- 
tions, is called the complete Determinant of a quadratic function of n varia- 
bles; or more briefly, a Determinant of a quadratic form. 

The Theory of quadratic Functions differs in many important respects 
from that of Functions of higher orders; so much so that from this point it beco- 
mes necessary to examine separately the determinants rising from Functions of 
various degrees of the same number of variables, and those arısing from Func- 
tions of the same degree of various numbers of variables. 

The number of terms in a homogenous function of the nth degree of two 
variables (x, y) is, as is well known, (+1). I£then the coefficients be called 


and if n be wen (n=2.m), the function may be thus written : 


U = (a,x” + ma, x” "'y le 20... > 4„Y"”) ge” 
(5.) + m(a,x” — mdsz. ey + a + Any ) a” hy 
. + (an a” + MAa,4%”y+ ..... + Ay) \ 


which suggests the determinant 


Gy U An | 

a, 4 . Anl 
(6.) 3 

An Um Osm+i 








the evanescence of which is the condition that the system 


En Zn FEoo 








dr” R da" dy . ug dy" 


may coexist. This system may be also thus concisely expressed : 


d"U 
(7.) da," 





Mr. Sylvester suggested the notation (x Yı)* for a homogenous function 
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of the nthe degree of the variables x,y,. And M. Lame in his recent work has 


used the notation 


dv 
TE Ya 0 to denote the system 





dU dU 
7 >! 5) yh- 


It has also been proved by Mr. Sylvester that, when the above determi- 
nant vanishes, the function is resoluble into the sum of (m + 1) powers of linear 
functions of x and y; thus 


where 
w=le my » w=laeHtmy, +--- Um = Im + MnY: 
If the above determinant be compared with the general form, there will 
result the relations 
1.2) = (2.1) 
(1.3) = (2.2) = (3.1) 


-—-—.n.....n..a..,.,„..a..,rn....nu...,"—..2, 


(1.2)=(2.7—1)=...=(ı.]) 


(8.) 


In fact, all the constituents lying on parallel VE and SYV diagonals, are 
identical. 


The case of functions of two variables of an odd degree may be consi- 
dered as an incomplete case of those of an even degree, when either the first or 
last coefficient vanishes. The determinant in question is then the same as be- 
fore with the farther condition 


(9.) an=(n,n)=®. 


In the case of n being even (n=z,,), the number of the variables being p, 





" _ a+lV)(m+2) wre (m+p—-D 
N 1.2.....9 e 
And let 
7 FREE ‚M,, 
be the «« combinations of the p numbers 1,2,.....p including repetitions; 
then the determinant may be written: 


DEREN ATETERTERN 
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(M, , M,)(M,,M,) .....(M,, M,) 
MR: 
(M,,M,) (M,, M,).....(M,,M,) , 
the evanescence of which is the condition that the equations 
ve es 


may coexist. 
Passing to functions of three variables, the number of terms is, at is well 


known: | 
3.4..... B+r-12) _ @a+DR+2 
1.2.....3 a 1.2 N 








The coefficients may therefore be arranged in a triangular form, the sides 
of the triangle each containing (2 +1) places. And if the square be comple- 
ted, the constituents of the resulting determinant will satisfy the conditions (4) 
of the present section. There is consequently a similarity between the deter- 
minant ofa function of the nth degree of three variables and that of a function of 
(n-+ 1) variables of the second degree. But this arrangement is in fact foreign 
to the nature of the function; and the evanescence of the determinant does not, 
as Jam aware, express any property of particular interest. 

To take an exemple, consider the ceudic Function 


= as’+by’+c+3(yrzrr+grar+haty+f'yz+g'za’+h'ey?) +6kayz . 


Then tbe arrangement above alluded so would be: 


ahgf' 

hbfg 

gf ch 

S'ghk, 
which, if developed, would give 


Af” + Bg” + Ch” + 2(Fg'h+ Ghf'+ Hf'g‘) — Kk , 


where A,B....- are the six first minors of K, the value of X being obvious. In 
fact the first six terms represent the function reciprocal to 


af” +bg” + ch” +2(fg'h‘ +gh’f’+ hf'g‘). 


There-is however another arrangement of the ten coefficients in the form 
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of a square, which although not quite natural to the function is somewhat more 
so than the above, vzt 
a h g' 


h'’bfg 
gf'ch 
Joshk; 
the evanescence of wich would express the following property: 
‚d’U d’U d’U dU „U ER d’U d’U dU AU 


U: ap" AR "Ay" Ada” Ay ayd-) * dadar ** Aadye dedyds 











But the really natural arrangement of the coefficients produces properly 
not asingle determinant, but to a group of determinants; thus, ä un facteur pres: 














d’U 

Ze = ax thy+g', 
d?U 

dp = harby+f, 
d’U 

7a Zgar]yrez, 
d?Ü 
= ka+fy+fz. 
Aka 

Bann garky rg, 
d’UÜ 





de —ha+h'y-+kz. 


The simultaneous evanescence of all of which involves the sirmultaneous 
evanescence of all the determinants which can be formed from the Matrix 


ah'gkg'h 

hbffkh 

‘Scfigk. 
The number of such determinants is 


6.5.4 
TR 


but of these only 3 are really independent. 

It is perhaps worth notice that, if we try to tread the above function as 
an incomplete case of the function of the fourth degree, in which all the coeffi- 
cients of termes not involving one of the variables (e.g.x) vanish, the determi- 
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nant breaks up into two factors; thus, wirting 1111, 2222, ..... 1122, ..... for the 
coefficients of ©°, Y’,-..--.0°, Y”-+--., the determinant for the function of the fourth 


degree, is 


ii11 1122 1133 1123 1131 1112 
2211 2222 2233 2223 2231 2212 
3311 3322 3333 3323 3321 3312 
2311 2322 2333 2323 2331 2312 
3111 3122 3133 3123 3131 3112 
1211 1222 1233 1223 1231 1212 


which on equating to zero all the constituents not involving 1, and omitting the 
1 common to all the rest, is equal, & un facteur pres, to 


111112113 | 231 232 233 
221 222 223 | 221 222 223 
1331 332 333 | 331 332333 |, 








which are in fact two determinants from the matrix written above; but of these 
only one belongs to the determinant of the fourth order. 
The number of coefficients in a function of four varıables is 


1.2 ..... 7 ee 1,2,3 ’ 














and in the same way that ihe number of coeffieients in a function of three varıab- 
les was always a triangular number, so that in a function of four varıables is the 
sum of a series of triangular numbers, the number of places in the sides of the 
triangle, decreasing successively by unity, and from that circumstance has been 
called a pyramidal number. 

The arrangement of the coeflicients, regarded from this point of view, 
consequently involves space of three dimensions, and is beyond the cognizance of 
determinants; it belongs to the more extended theory of Permutants. 

In the general case a function of the th degree of m varıables contains 

n(n-+D).....(n+m—]) 
er 
terms; and consequenthy its first differential-coefficients, taken with respect to the 


varıables in succession, contain 





Crelle’s Joumal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 43 
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terms. If then the coeflicients of the various powers of the variables in these 
first differential-coefficients be written in lines under one another, there will re- 
sult a rectangular Matrix of m horizontal and n vertical rows. This matrix, when 
regarded as representing an assemblage of determinants, possesses remarkable pro- 
perties, as was shewn to some Extent by Dr. Hesse and further developed by 
M. Sylvester. (London Edinburgh Phil. Mag. Feb. 1853.) 

Let it,be required to determine the conditions under which a function of 
rn variables is capable of being expressed as a function of (m—r) variables. Let 


Ü be the function, and &, , &2  ----- X the varıables, then 
Ba he | au 
=. + % a, tr Fan ge,’ 


and the function U wıll vanısh in virtue of the mn equations 


U_ U _ . 
u FE Pig ee nie 


If however U be expressible as a function of (m — r) variables, or as it is techni- 
cally terımed „loses @ orders‘, it will vanish in virtue of (m—r) out of the above 
m equations; that is to say, ther remaining differential-coefficients must be linear 
functions of the other (n—r). In other words, there must exist r linear relations 


between the differential-coefficients. Let these be as follows; 


dU 4 dU . dU 
Az, 12 dr, u Am den =V, 
dU dU dU 
2ldr + 2 dr; je; - dm Br 4 
dU dU d 
Au hrade, eppr + hm di, u 0 b 


and since these must be identically satisfied, the final conditions will be given, 
by equating to zero, the coefficient of all the powers of the variables, and elimi- 
nating the A quantities from these last equations.. Ifr= 1, Ihe results will ob- 
viously be the various determinants of the znth degree which can be formed from 
the rectangular matrix described above, and the conditions may be said to be the 
simultaneous evanescence of the deterininants contained in the matrix. fr = 2, 


any one of the differential-eoefficients can be eliminated; the effect of which 


will be to strike out one of the zn horizontal rows of the matrix; the result will 


ge 








a er Gas 








TEEN: 0 
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be the fırst minor with respect-to thatrow, which can be formed from the matrix; 
aud since any row may be so struck out, the conditions may be said to be the simul- 
taneous evanescence of the frist minors of the matrix, and similarly the conditions 
ibat U may lose r orders will be the simultaneous evanescence of the rth minors 
of the matrıxs. fr=m-—J], ı. e., if U loses (m— 1) orders, or is expressible 
as a perfect power, all the coefficients of one of the differential-coefficients, i. e. 
all but one of U, must vanish; as might have been anticipated ä priori. 

It has already been remarked that a determinant of the nth degree has 


i N n(n—1) 
in general n first minors, —75 second, and 





ith minors; and since the determinant may be expressed as a linear function of 
any set of minors on the same level, it will vanish whenever all the minors on the 
same level vanish together. But, asallthe minors of any such set are not indepen- 
dent, the evanescense of a smaller number will involve that of the rest. It is the- 
refore important to determine what is the smallest number which will suffice. 
Consider then the matrix formed by taking the upper horizontal rows 
from a square array of u rows eachway; and let z be lessthan Zu. It is clear that, 
since the number of minors of the degree (!u—p), is the same as that of those of 
the degree (4u+-p), the consideration of the case, where z is less than 4, will give 


the general law. 
Let the given determinant be 


_j12....u) 
”. 2... ul 5) 
and the matrix h Bones E sonne u) 
12 ....7 
1. €. (1,1) (1,2) ....- (1,1) +.-- (1,u) 
(2,1) (2,2) .-.-- (2.1) ---- (2,u) 
(7,1) (7,2) —ennt (d51) + (7,u), 


then the determinants formed from tbe (?— 1) first vertical rows, together with 
the zth, the (+ 1)th, ....the uth respectively, may be thus written: 


7,1] (1,)+[1,2](2,2) + ----- + [7,1] (i,:) 
.,1)1.+-D)-+l[,2](2,7+1) +... +[2,2]@: +1) 


,1](1,u)-+[7,2](2,4) +... + [2,7](2,u) ; 
43” 
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and if these vanish, it is obvious that by direct elimination all the others may be 
at once obtained; hence it is sufficient that (a— + 1) independent minors out 
of the whole set, vanish. The same would of course be true with respect to verti- 
calrows, and consequently, if out of the matrix consisting of n vertical and m ho- 
rızontal rows, 
(n—i+1)(m—i+]) 

independent zth minors vanish, all the zth minors of the matrix will vanısh, 

Hence in a square matrix, i. e., an ordinary determinant, the number of 


minors necessarily vanishing in order that all of the same order may vanısh, will 
be for the orders 


as the square numbers 
n’,(n —1)?, --.-- (n— +1). 


If however the determinant be not perfectly general, but of some symmetrical 
character, this number will be diminisbed. Thus, when the determinant is of a 
quadratic form, all conjugate minors are equal; and consequently, ıf the 
(rn —i-+ 1)” independent zth minors of a general deterininant be arranged in a 
square, those which lie on one side of the principal diagonal will be equal to 
those on the other. In other words: the series of numbers representing the num- 
ber of independent minors will be of the Zriagonal instead of the quadrigonal (or 
square) scale. 


Thus, for example, in the determinants 


12 
12 
where (1,2) = (2, l) ’ 


the condition 


(1,1)=0 , (1,2)=0 ‚ 2,2)=0, 


are all that exist. Again in the determinant 


123 
133 
where 
2,3)=ß@,2) , &,D=(3) , 1,.29=(2,1), 
we have 


1,)=0 „ 3,2)=0 ,„ 8,)=P0, 
2,3)=0 , 8,)=0 , 129)=0, 


BEER RE 











RR 











! 
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or 
253 31 12 
Es 5 L. 1251 u 
Ba 23 sa 
— () =, — 
19 hir 32 ”; 
and so on. 


There is a particular case of the homoloidal law, which deserves notice, 
from its apparently anomalous character. Consider the matrix 





in which case a„—2-+1=n-— 1 independent determinants of the second de- 


{af Lies mmlaaf 


1,)=0 ,„ Q,l)=0, 


gree will be 


Now, ıf 


the evanescence of all these is ensured; but that of the other determinants, e. g. 


a} 2 U - 


is not. This contradiction is to be explained by the consideration that the ma- 
trix to which the latter system belongs, is 


5 ER n 
12 i 


while the former systems are negatory and might be increased in number with- 


out hmit. 
The same remark would hold good with respect to the matrix 





when 
(1,)=0 , Q)=0 , 8,D)= 


And so on, generally. 
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$. IX. 


On Functional Determinants. 


There is a class of determinants whose constituents are differential-coefh- 
cients of functions of variables, and which are called functional determinants; 
they are capable of numerous applications, and although subject to the same ge- 
neral laws of combination and development as ordinary determinants, possess 
many peculiarities, which make it necessary to discuss them separately. 


I fi, -. fr be functions of ©, &,,.. x, not independent of one another, 
but connected by some equation, such as, 


(1.)  DI=0 


then the equations 


dr _ dII dII 


(2.) =, zn), o.... 





hold good on account of the independence of &, &,, +++ &,; hence 








aı.ap ‚all .ap,, du d._ 
Er dr +7. mus, 
au d ad dh, „dO dan 

(3.) df dx, af, dan dfn da 
dII df all dfı dl dfn 
San" af, ir 5668 a A 
and consequently 














ara a |=0 
de de dr 
aa Un 
(4.) dx _dr, ..... dr, | 
df af, dfn 





Conversely, if the latter equation hold good, the preceeding system may always be 
satisfied, and the functions f, fı, ---- /„ are not independent. 


LE ff + --- fa be functions of the varıables x, x, ----- &%, independent 
of one another, and there be given the system of equations 











er RETTEN 
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. df df 

















a S| nn Ba > =[, 
af; dfı dfı 
(5.) Ss dz Bee" Ye u "° =!» 
dfn Afn dfn u 
| $s de + Fr x ..... + Sn dx. —n In 
then, considering x, 1 ; ----- %, as functions of f, fi > ++--- fn, the equations 
dx dx dt 
2 = 1 r) de, = 0 I 10. dx, == 0 4 
dt, dr, dt 
—— u 11) 6 E77 Zw ..... u = 
(6.) dı da, N den Mi 
dx dx, dan 
pin — — € 0 ° u HD 
dt ® . dr, R den . ’ 
give 
df dx . df, ‚dz gi df dz  df, de Ri df dx A, ‚de 
EG ur > Rubens 0 at EA ar > air == FA 
df dx, . df, ‚de, RT Ede, df, dx, » If, dx,  df, ‚dx, 
a ad 
df dx, df, ‚An u df ‚dx. , dfı, dan — 0 df dx, df, ‚de. 
Fer a; Ze Fri 7 u 77 ee "ir aa 77 a, 
and consequenil de 2. 0 ARE SP 
de, t de, Per... 
3 rt ZA 
dx dx dx 
I— nf fe soo. +h— =$Sn 
vr. 


ff, fı> ..... /n be functions of the variables x, x,, ..... x,, independent 
of one another, and there be given the equations 








df df, df 

“72 ru, + .„.... un = v 
df df, df, 

(9.) Ur run dx Pier a = lı 
df df, 

un, rer ni Hu 
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Then since 






df dr af ‚dr, dfı, dr „af dr, df, dr df, dx 

‚1 — = u Ant En a = 
a ge 
f de df dr, df, de df, dr, df. dx PL. dr 
> ee iu 0 ame ...B 0 — ı o— 00 a 7 h- . nn „= 
(10, (dz df," da, dh a a 


„oesesoe„o,.,.,.su...r.....0..0.0098880008009 0 1 09000008001 00000 56H HH BO EHE HET TE ED HT LT EEE HE 5. 


df de _df da 0 df, de _dfı ‚dei dfn dx _dfn dei 
dz dfn dr, An de a re 
there may be deduced 
er. ee 
Be er. pe 
7 APPOONG. SEINE... PRO 
(1) Ykite Fake Yin 
„er DV dx, + pn dın _ 
dAfı 1 df .».... "df, n 
Hence also by what has been proved above, f, fs +--+- f„ being independent if 
(12.) =0 „ hER. „ u i,=0, 
then also 
(13.) SEM. EM... se; 


and conversely. 


Comparing the solutions of the systems of equations given above with 
those which would be found by the ordinary method of determinants and wri- 











tıng 
„_|d.d,,e 
 |de de, dm 
afı dh ‚af 
(14.) dx dr, de, 
dfı.dfe U 
dr dı, dr, i 
it ıs seen that 
v& „dxı den _ 
eo =[0,0), V Var == [0,1], .;.; Vz Um), 
de de _ den _ 
(15.) = =[1,0], = = [1,1],:.... Van” [1,n] 


-—._..n. —. nm —.—.—...—n—.— , vn n2 78 8 72T RT FETTTETT TITTEN TEN TORE TER ET TEE Te 





RT NETTER TE 





ser ji oz 
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which may also be written in the following forms: 





N EI _ygd IV _ den 
| nd ze Van a Var 
3 dr dr, dr, 








dV A) dV y dA li 
mV ,„ Vz 4 0.0 ——\ ır, 
a6) (at ae Er af 
un dV dr, dYV den 
\ r: n ei dfn f df, dfn a ar dfn ’ 
2 de dz, In 
and inversely, 
VI, Mn a7 __0d 
5%. a 7 alter ie I I Vz 
df df, C df 
ii. une 
de, ’ u ne ee 
(17.) dar da 457 dzı ern dr, 
KABEL. ı BEFFIERE 1 IL __ud: 
de, - dr,’ de, dr, ’ de, de,’ 
da df, dfr 


If the determinant formed from the expressions on the left-hand sides of 
the system in the preceding page be equated to that formed by the corresponding 
expressions on the right-hand side, the theorem for the multiplication of determi- 
nants gives at once: 


df df df dx de an | 

(18.) dd 2 | an ae 1. 
afı ‚Afı df, |  de,de de, 

e" dr dx det dıh df df, aaa dfn 











The same result might be obtained by substituting for [0,0] , [O,1],..... in the 
equation 


[0,0] [0,1]..... [0, n) = v”. 
[1,0] 8, 2)... [l,n] 


„m... .n. . nn. nn. nm nm. nette 


[2,0] [r,1]...... [1,n] 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 
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In connexion with which the following formula may be noticed: 


If f, fı, /. are related by the (2 +1) equations 
(19.) F=0,F=0, F=0, 


n ofthe (n+1) varıables may be eliminated from each of these last functions, 


so that each may be considered as a function of a single variable, and of the func- 








tions ffir +... f.; and consequently 
dF dE ‚df dF _dF B.; dF dfF u; 
— — le 0. == 0 » =—— — 0 0 ——elo..:.6. = 1) nu... — _— _ 0 
ds" dq & dz nu dt, Fa If dan t de, af de, 
dF, . dFı df dFı . dF, df dFı . dF, df 
; uk Me U OA 0, ut Fi A =, ... .Z-+..=0 
(20.)ar "a df dz .- ie df A Bi din df dan ! 
= dFn df dF, „ UFn df dF„ . dFn df 
.— ars. = 0, — esse. = 0 ..... .— — ‚=0 
7 df dx Ar ’ dr, Fo dann e dan df d am 
dF dF A r 
Transposing the terms — » Zr... and equating the determinant formed from 
Pen de ?’ da,’ > 


the expressions on the left-hand sıdes of these equations to that formed from 


those on the right, the formula for the multiplication of determinants gives: 





a1) Dir ae de (=|ar.ar ar| jar.ar, de 
dz dx‘ din 5  &hh-; ! au D re dar 
dFı, dFı dRı \dF,,dF, dF | | Pr af dh 
| 5 Be: 5 d&n | | d f fe‘: Afn | | de da, dx, 
dF„ dFna  dF, AF„n AFn  dFn df. df: dfn 








Determinants are useful also in the transformation of multiple integrals, 
and lead to a simple solution of the general problem which may be thus stated. 
Let 

(22.) —= Sf Udxday da, , 
and suppose it be ..- to transform the integral to one in which y, Yı5, -- Yı 
shall be the independent variables, then 


dx dx dx 
de+ = —dy + —dyı ++ u nn 
dy J Yı Jı Yn Yn, 
dx dv dr 
di, = 2 —dy+ + RER er 9m 
din = En + Gen it os "dyn, 
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and since ©, % 3 ++... X, vary independently, we must put 


ER da, =VQ, 


de, =0 ,„ da, =V , 
in order to find da. This gives ‚ 
Vdy=V,da, 
and consequently dx and dy vanish together, (the value of V, is obvious). And 


therefore for the determination of the remaining differentials there exist the 


equations 
a ” 


„ry; 
da, = a, dr y —— dys + + U ly, 
bi dx, i + 
dx, - dy, Mir d, Dit mens ayı 
din den dIn 
de, == Fr dyı + = dyt+ ’— dy, 


Proceeding as before, and putting 
a, =0 ,„ as =0 , cs de. =, 
there will result 
Vıdyı = Vıda, , 
and so on successively until 


V.dya = da, . 


Hence multiplying all these expressions together, and dividing out the common 


factor, 
vv, V,, 
there will finally result: 
(23.) Vdy.dyı ----- dy„ = dx.dx, ----- dx, , 
and consequently 
(24.) v=/f ... UVdy.dy -... dyn- 
If 
U=0, 
and 
dU dU dU 
01)- = =0 „, (0,2)= 7, = PTR (0,n)=,.=0, 
then, differentiating, 
(1,1)d&,+ (2, 1)da,-+# «».... +(n,D)de,=0, 
(1,2) de, + (2,2)dx, + ....- +(n, 2)dae,=0, 
(1,n)dae, + (2,n)daz +... + (n,n)da,=0, 


44* 
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and 
= (1, 1) (1, 2) +... (1,7) =0 
(2,1) (2,2) .---- (2, n) 
(n, 1) (n, 2) ----- (n,n) | 


and the preceding system gives 


),da = [1,1], Ada, = [11], ++ Ad, = [In], 
Ad, = 12,1], 4 „daz = [2,1], +++ A,dın = [2,n], 


-nmn nn nn TE TEE I IE ET TEE EEE ET TEE 


Andaz, = [nl], Andaz = [n,2], ---- Anden = [nn] 
FE X. being indeterminate multipliers. Suppose moreover that 
10.1 -7, 02) = R PS {0,n} „N 
7ı dx; 22 den 


then, it being observed that (7,7) = (7, 2), and [z,j] = [j, 2], it follows that 
(0,1 = (1,11 [1,1] + (12,1) [1,2] + ----- + (1,n,1) [1,n], 
= (1,12) [2,1] + (1,2,2) [2,2] + ----- + (1,n,2) [2,n], 


+ (1,1,2) [n,1] + (1,2,n) [n,2] + ----- + (I;n,n) In;n], 
=}, !(A1,1, Dada, + (1,1,2)drz + »---- + (1,1,n)dz.! 
2, !(1,2,1)dr, + (1,22)dr, + ----- + (1,n,n)de,\ 


whence the following system may be formed: 


{0,1} = DA, D+7,D(, 9) ++ A(l,n), 
{0,2} = 4,DQ@,1)+7,D(@, 2)-+ +... + 2,(2,n); 
{0,2} = AD (a, + 42D(n,2) + + + An(M,n), 


where D indicates the total differential. But since 


de, =Nhdn ,„ ds =hdaz «----- \,da, = X,dx, , 


consequently 


An 2 Ay 2 ic An m da : dag: e.. day; 


and if # be the common ratio of each quantity on the left-hand side of this system 


to the corresponding quantity on the right-hand side, the above system may be 
written thus: 


EEE 


u a Bar 























But since 
(0, 1)=0 
therefore also 
; D’(0, 1) = 0 
{ and consequently 
0,1} =0 
| these again give 





and consequently 





From the above formulae the following relations are easily deduced: 


[1,1]: [1,2]: ---- [l,2]= [jl,1}]: [}1,2}]: ---- [1,n!] , 


„m... 1... .....n.. en... n.aen nn, r BRETT TE TB ET TER IT LTR ET T TE TER TE BT ET TEE ET TE TEE TE TEE ee 


: 1,1]: [23] = [im,nl], 

where [{, j}] is the inverse of {j, 2}. This system also involves the following: 
(1,1): (1,2): + -- (1,n)= {1,1}: 11,2}: ---- 1,n!, 

: 12,11: 12,2] : --- ıl,n!, 


.-—. ...n..n........„.„.„.„ e.n.n....nmn.. .,..nm........,...„n..”n... nn HE een 


: (n,1) : (n,2) : ----(n,n) 
This last system of relations was given by Dr. Hesse (Crelle, tom. XL.) 


[2,1] : [2,2] : ---- [r2,n) 


(25.) |’ (2,1) : (2,2) : -----(2,7) 


0,1} = 6D’(0,1) , 


{0,2} = 9D%0,2) 


‚ (0,2)=0 


D’(0, 2) PR 0 ’ 


’ {0,2} = 0 . 
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u) .. 


=(0W,n)=0, 


{1,1} da, + {1,2} da, +{l,n\d,=V0, 
{2,1}da, + {2,2} daz, +" + [2,n\dx, 0, 


-———n— —n— .n.n..n..n...n.n...mn....nn....n nenn este 


a rer Me 
2,1) 2 12,2; Bi, 12,n} 
In,!! „ In2} „ in, n! 


with a demonstration by Jacobi. 


The above equations are appicable to certain questions in Geometry. Thus, 


in the case where 2 = 3, the equation 


U=0 


: In,l}: In,21:-- In,n’.. 


10 OD°(O,n) . 


D’(0,n)=0, 


























— 0. 
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represents a cone when &, X, , x, are the coordinates of a point; and it repre- 
sents a plane curce when the ratios of any two variables to the third are the co- 
ordinates of a point in the plane. This in fact is the same thing as forming a 
plane curve by the intersection of a cone and a plane. In order to find the con- 
dition for a point of inflexion on the plane curve, it will therefore be sufficient 
to find the condition that the principal (and consequently all the) radii of curva- 
ture of the cone at a certain point (x, &, &,) shall be infinite. The condition in 


question is, as is well known, represented by the system 


0,D)=0 , 0(9)=0 , (0,3), 











or 











(1,1)de, + (1,2)da,+ (1,3)da,;, =0, 
(2,1)da,+ (2,2)d,+(2,3)de; =0, 


-.... nm... ...„.. nm tn 2701 EB 7 TE EEE Teen 


3,1)dz, + 3,2) do, + B,3)d; =V, | 


4,1) (1,2) 1,3) |=0. 
(2,1) (2,2) (2,3) 
8,1) 8,2) (3,3) 
This equation combined with that to the curve, will determine the points 


of inflexion of the curve. It follows therefore that a curve of the nth order has 
in general 3 (n — 2) points of inflexion. 


and consequently 





Consider again the equation 
U=0, 


and suppose that, as before, 


(,1)=>0,5 de „ 0,n)=d. 


and the result of eliminating the varıables is the condition of their coexistence, 
This resulting function, or Resultant, as ıt is called, has not get been found in 
the general case free from extraneous factors, but the following properties seem 
worth notice from their connexion with the Theory of Elimination, 

Suppose that U ıs of the Zhurd order, and that the above equations, toge- 
ther with the results above derived from them, hold good for m consecutive va- 
lues of the variables; it is proposed to determine the conditions that this may be 
the case; ı. e. to find the form of the AResultant under these circumstances. 
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Let 
U= (1,1,1,)x7+2,2,2,)23+..+3(1,1,2)212,+3(1,2,2,)2,02+..+6(1,2,3)0%,%,%,+.. = 0, 


{ then 

(1) nn (1,1,1)27 + (1,2,2)27 + EEE + 2(1, 1 ‚2)2,0, + a8 —= (0 “ 
R (2) = (2,1,1)x] + (2,2,2)277 + ..... + 2(2,1,2)2,2, + ..... =V. 
These give rise to the determinant 


v=l,1) 1,9--|=0. 
2,1) (2,2) --- 


-— —.n. . rn anerkennen“ 








| | This equation, as is known, involves also 


mM=0, 23=0, 





where }1} ,}2},..... have the same meanings with respect to V that (1), (2),..... 
have with respect to the given function. Dr. Hesse's Theorem further gives the 
following relations: 


1,11=0(,2) ee, 
2,1/=0(2,1) ’ 2,2} = 0(2,2), 


-.......un..n nn. ....n...n.nm.—.—n. n......nn.n....nn.....„..un.n........„....!,>;,;, 


in which © merely indicates the ratio of each lefthand member of these equation 
to the corresponding righthand membres. Then writing 





RSCHRUE > 0 2)= 9; 


.„.... 


pe Pe (rterms) ,2,2,..... (sterms),.....| = !r,5;.....| 
Leibnitz's theorem gives 
Ir,s:....L1=r9(1,1,1)+s0,(1,1,2)+#...+0(1,1), 


RE 1,2) = r0,(1,2,1)+s0,(1,2,2) + 


EEE LEE EI TEE TER EUER TI TEUERT ERNEUTE 
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„ their values: 


Tr 1,1} = (r0, + Ox,) (1,1,1) + (sO, + O2,)(1,1,2) + 











Ir,s > er 1,2) =(r0, + 0x,)(1,2,2)+(s9, + 0x,)(1,2,2)+ tie 
Ir, ns 2,2) — (rO, + 0x,)(2,2,1)+(s9, + Ox,)(2,2,2) + RR 
whence eliminating rO, + Ox, , sO,g+ Oz y +---- 
| 7389... 1,1} Irs 85 ..... LE: ;.... 48% <.... Bu... I=0, 
| (1,1,1) De 15, 3 
| (1,1,2) (1,2,2)  ---..... BE. 
and ıf m=r+s+ =u—?2 


the constituents of this system of determinants will be entirely independent of the 
variables; and 'r, 53 ..... EB oe Wels... u, ..... being of the nth order, the 
determinants will be of the order 2. There will of course be a system of deter- 
minants of this form corresponding to all of r,s,..... consistent with the condition 
above given. 

Such is the general Theory when the given function is of the third order; 
but it will be notwithout interest to compare the present results with that given 
by the ordinary method in the known case of three variables. In this case the 
systems of determinants will be as follows: 


ILL 11,22) 11333 11233 113,0 ILL2 | = 0, 
(1,1) (22) (1,3,3) (12,3) (1.3,D (1,12) 
2,11) 222) 233) 223) 23, (2,12) 
81,1) (3,22) (3,3,3) (3,23) (3,3,1) (3,12) 


2,1,11 12221 12,331 12231 1231 12,121 | 0, 
(11,1) (1,22) (1,33) (123) (1,3, (11,2) 
2,11) (22,2) (2,33) (22,3) (23,1) (2,1,% 
31,1) 8,22) 83,3) (23) (83,1) (@,1,2) 


| t3,111 13223 1333) 1323) 1330 13123 |= 0, 
(1,1,D (1,22) (1,33) (1,23) (1,3,D (11,2) 
(2,11) (22,2) (23,3) (2,23) (23,1) (2,1,2) 
31) 3,2%) 3,33) (32,3) (8,3, (3,12) 





























TER 29ER nn 


u Te er: 











re re 7 


8. .Spottiswoode, on Determinants. 349 


all of which are of the sıxth order. 


On the otherhand, if the six combinations of the variables be eliminated 
linearly from the six equations 


M=0 , {}=0 , r=0, 


V)=0 , Y=0 , B)=0. 
there will result 


ILL 11220 11331 11231 113,0 1,121 = 0; 
12,118 12,2,21 12331 123,31 123,1) 121,20 | 
3,1 1322) 13,33) 13331 13311 1312 
ı AD (1,22) (1,33) (1,23) (13,1) (1,12) 
ı &1,) (2,22) (2,33) 2,33) @3,D Q1LD. 
| @L,1)) 82,2) (3,33) (3,23) 83,1) (312) | 


which as usual is of the twelfth order. It appears therefore that the coefficients 
of the determinants 


2.1.1] 1232,21 j2,3,31 12.2.3] 12,3,1] .1,2] 
18:1,11 1832,21 18,3,9|18,2,3] [3,3,1] [3,1,2 


N 





13.1,1} 13,2,2] |3,3,3| |3,2,3] |3,3,1| |3,1/2] 
I1,1,1} {1,2,2} |1,3,3} {1,2,3] |1,3,1} {1,1,2] 
{1,1,1} }1,2,2} $1,3,3} $1,2,3} $1,3,1} $1,1,2} 
j2,1,1! $2,2,2} {2,3,3] 12,2,3} 12,3, 1[ [2,1,2] 














separately vanish. 
With respect to the interpretation of these results, it is known that, if 


U=0, 
be the equation to a curve of the third (or any) order: 


d,d,d 
dx dy dz 
d dd 
EA 


v v- U=VQ, 


is the equation to the curve passıng through the double points of U; but if the 


system 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 45 
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Ü—V0 

dU dU dU j 
v=(0 

aV _ aV _ dV _ 

Fr Fr na Beh 


hold good for two consecutive values of the ratios x:Y:z, the curves U and y 
wıll coincide for two consecutive points. And consequently the above written 


results express the condition that the curve and its „Hessian” (Y) shall touch. 


x 





On compound determinants. 


A determinant, the constituents of which are, not simple algebraical quan- 


tities, but themselves determinants, is called a compound determinant. 





The umbral notation, above used, is immediately applicable for the ex- 
pressions of these complicated functions: thus, in the same way that 


12 
12) 
(1,1) (2,2) + (1,2) (2,1), 


12 34 
12 34|, 


will denote (Conf. Sylvester, Phil. Mag. April 1851): 


re ehe 
1 2 34 12 34 
= {(1,1) 2,9 — (1,2) (2,1)}@,3) (4,4)— @,4) (4,3)} 
— {(1,3) (2,4) — (1,4) (2,3)51@:>D) (4,2) — (3,2) (4,1)} 
and ın general: 


| ru WEHEN “ 


denotes 


the expression 











wıll denote the determinant 
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-——_——_.—. .— .. —.— rn, .— nn br Eee 


so -:. Fran EEE FH Zu riiene F U 7 FE BB Zu seo 





The Order of a compound determinant is the number of rows,, horizon- 
tal or vertical, of determinants forming its constituents. Its Class is the degree 
of minority of its constituents, with respect to the matrix to which all the elemen- 
tary constituents (1,1), (1,2), ..... belong. | 

A compound determinant of the rst Class and of the nth Order is one 
composed of all the first minors of the determinant formed by arranging all the 





constituents (1,1), (1,2), ..... in a square array. And generally, a compound 
determinant of the zth class and jth order, with respect to a matrix of n rows. 
will be, when developed, of the degree 


J(n-—i). 


Generally speaking, however, it resolves itself into two or more factors, each of 
which is an ordinary determinant, and the sum of whose degrees is j(n — 7). 
A compound determinant of the zth class and of the 





order, with respect to a matrix of n rows, may be also called the complete com- 
pound determinant of Ihe ith class, with respect to that Matrix; because it is 
composed of all the zth minors of the matrix. 

If however the order of a compound determinant of the zth class, with 
respect to a matrix of n rows, be less than «u, the minors omitted may be called 
the dropped groups of the system. 

A compound determinant may be also briefly expressed by writing within 


the brackets, not the numbers corresponding to the rows of each constituent 
45” 








352 8. Spottiswoode, on Determinants. 


determinant, but those corresponding to the rows omitted. Thus the complete 
compound determinant of the first class ımay be written thus: 





. 2 
Ei 
= 


that of the second class, thus: 


GG) 


and generally that of the zth class: 


1, 1, -..-- BYE si 2. Ay fly er. A; 
( BORRERR 1) (2 E 2) er E z ARE m) 


where 
n(n— 1)... (n—i+1) 
urlisıa BB... N ’ 
for, if it be convened that any expression such as ) 


(;) 


signifie, with respect to the determinant 


that Minor in which the zth horizontal and jth vertical row has been omitted, 
I\ /2 
KYE 


619) 
IHIH] 
Ge. 


4 wu? ER a u 1 23 2... u 
u... Bi cu 1 © DER u .. ıf’ 


the expression 


will signify 


u 


r 


And so on, generally, as in the notation fırst given. 








Ne Re es 
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It will sometimes be convenient to designate the complete compound de- 
terminant of each class by the same letter as the ordinary determinant with the 
addition of a suffix corresponding to its class; thus, the complete compound 
determinant of the vth class may be represented by ihe symbol 


Vi, 


and the series of complete compound determinants by the series 


of which, by its definition, 

n = V , 
since the uth minors of a determinant of the uth degree are the constituents 
themselves. 


It is often convenient to use the symbols 


[1,1][2;1] ..... [r,1], 
[1,2] [2, 2] eaö [n,2] ’ 


for those first minors of the determinant V, which in its expansion are the coeffi- 
cients of the constituents 


(1,1) (1,2) 
(2,1) 2,2) ...... 2,n), 


„-—..... nn nn. .„..n.m..„—.....„..„..n.... 


respectively. It will be noticed that the symbolical numbers in these systems are 
conjugate; the reason of which arrangement will appear from its application to 
linear equations. For, from the above definition it follows that the solutions 
of the system 

(1,1), + (1,2); -+ ..... +(l,n).=u; 

(2,1)2, + (2,2)2,+ re +(2,n).,=w, 


„»-_—... ...... nm nm... . nm nm nn nt 1 BEE TEE TEE TEE TE TE 


will be 


vo, =[1,1]u+[1,2].,+.....+[1,n]u,, 
Vx, 212, lu FE 2], + ..... 








8. 


354 Spottiswoode, on Determinants. 

which are of the same form as the original equations. From this eircumstance 
the system [1,1], [2,1], ıs called the Systern inverse to (1,1), (1,2), It 
will be seen presently the system V”"' (1,1), U"! (1,2) is the system inverse 
to [1,1], [2,1], ; so that, u un facteur pres, the two first-mentioned systems 
are inverse to one another. 





In the same way two sets of linear equations, one of 
which consists of the solutions of the other, are said to be inverse. & un facteur 


ne TOO P 
+ ANETTE 


pres. to one another. 


And first with respect to the inverse system, or system of first minors i. e. 





compound determinants of the fırst Class, from the law of formation as ex- 


plained in ($. I.), the following system is a direct 


,D11,1+4,912,1)+#..=V, (1,D[1,2]+(1,2)[2,2]-+-.. 
2,DI1,D+29123,1]..+=0, (2,11,2]+@2,2)[2,2]+. 


KT IB EEE ET EEE ET TEE EEE FT TIERE TE TFT TFT FT TEE TEE TEE ET EEE CT 


(n,1)[1,1]+m,2)[2,1]+..=0, (n,D)[1,2]-+(n,2)[2,2]+. 


.=V,..(2,1)[1,2]+(2,2][2,2]-#..=0, 


„m — . . n.r rn nn nr nk“ 


.=0,..(n,1)[1,R]+{n,2)[2,2]+..=V, 


consequence. 


=0,..(1,D[L,R]+1,2[2,2]-+..=0, 








where 


.„».... 





and forming the determinant of the expressions on the left hand sides of these 
equations, and also that of those on the right hand sides, and equating the results, 


it ıs found: 











' A,DI,1+(,9123,11+..... 1, D2]+49[72,2]+.....+(1,DI1l,r]+(1,9[2,2]-+..... 
'2&,H[1,1]+(2,2)[2,2]) + ..... (2,1)[1,2]+ (2,2)|2,2])+..... + (@2,D[1;n] +@2,2)[2,R]-+..... 
| (rl [1,1] +(n,2)2,1]+.....(2,1)[1,2] + (n,2)[2,2] +..... + (n,1)[1,n] +(2,2)[2,2] + ..... 
= |Vx .-.%* | 
*V ... * 
xx... Vi» 
or 
V [1,1] [3,2] o.... I1.n] =V" 
[2,1] [2,2] ..... [2,n] | 


“nn... kenne 





3efore proceeding to discuss the compound determinants of other orders 
of the first Class, it wıll be need to notice another series of theorems to which that 
above established belongs. 


It is a remarkable fact in the history of determinants 
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that most of the properties discovered at an early period where apparently of an 
isolated character; but have since been found tho belongs to chain of analogous 
properties, of which these first discovered formed the initial or final link, The pro- 
perty, of which we are now speaking, belongs in fact to two chains, according as 
it is written 


VYı = 1, 
(1.) Vı = en 


Considering, in the first place, the former of these expressions, we have by the 


Theorems of (8. D: 


or 


u 2 \12 so... ’ os... (+1) (+2) o.... n 

12 u Je EL BEI 2 Ale ui 

PR, | I FE (+ k) +. I (+D(ü+2).---- n 
rasch A Mae (i+ Kk) +... ‚| | G+b)(@+2)...n 





Hence, forming all the 





n(n—1) ..... (r—i+l) 
rue RE i * 
minors of the form 
1 2» same 1 
I12--- ı)\’ 
and calling them 
An ’ A er A,, ’ 
and also all the minors of the form 
+1) (i+2) n | 
G+1) (+2) n\ 


and calling them 


Bi I Ba ’ Bi. 2 


and forming the system 


P Ay, Bi = V ’ SA, Bi = => 0 b) Be Ss A, Bi — 0, 


ER B; —=( N 2 A, Bu= _— R“ Wer: S A, B; = 0, 
ZA, Ba=0 b) Z An Bad DL St Z Au Ba = ’ 


we have 
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pi Fi 
(2.) us 1 As Aa irn A, | Bun Ba ie au B\. = VW, 
An Az ie A,, | B; Ba ..... B,, 
Susan ennasr einen | mernonunsnnernerenee 
A, A, o.... A | B, B. “..... B,. | 





and consequently, by giving all values from 1 to 3n or5(n— 1), according as 
n is even or odd, there will be a scale of relations of which that given in the fırst 
instance is but the initial or final one. 

Proceeding to the compound determinant of the (n—1) order and of the 
first class, we may use only the last (n— 1) vertical and horizontal rows of 
equations; then transposing the first terms and forming the determinants of both 


sides, we have 





[1,1] 2.2] 8,2) ..... [12] 
[2,3] [1353] ..... [2,3] 
[2,n] [3,2] ..... [n.n] 

= vr! 921(2,1[2,1]+8,DB,1]+ .....} 


=Vv"’1,n[1,1); 


hence 




















0 1 45.... RR 12 .... (n—]) 
(3.) =(l,1) | a Sen n ]”” 
En Z | 
Similarly there would be found 
2\/3 n 
o  |OO--( 
Syn re je, = . u 2 
— 34 - Ä (n ) |=a2|,; Sin n 
4. 3 23 n 23 .... 1 l 


and so on for the whole system. 











2 Mr 2 “ p” Br 2 
. 1 a a er a e 
RE er einen: ie ser See EN : : 
er 5 ee Pr Da ER 1:9 














ER N. 
EEE N ' 


Ne NE MT EDER A“ a 


DE TER 
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But this, as well as more general theorem, may be established almost 


upon inspection by adopting the formulae of ($. I) thus: 


VEN 


5)=:F#{ . | | 
((+V)(i+2)..... A ri ette ER j | [en AR (n—1) 
(+-VD)(G.+2).-.-. (. —1)) (GE +2). +3).-----7 12....(n—1)). 
Now the row (vertical and horizontal) 7,’ + 1,..... rı, ıs omitted in these factors 


respectively; hence, if we suppose the whole set of constituents, arranged in one 


matrix, the order of the rows (vertical and horizontal) changed to the following 


1,2, St u: 1,2,n Seien 1.2, e.. —]1), 








’ 


under the sign £ (for any other would involve a repelition of rows, and would 


consequently vanish); so that the determinant finally becomes 


Be n j" A ((—]) 
EB un n 12... (—1)\, 


which, by putting 
a 5 A De (n—2), 


gives the series of values for the compound determinants of the fırst-class and of 
the orders n,n — 1, -..-. 2. 
This may be written with a little more generality, so as to express the 


omission of any row horizontal or vertical, thus: 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 46 








\ 
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(6.) EEE he | Ds De 
ia Mus... N;_ı Na u kann U ae n, N; Be | 
Nr Mir 21... n;_ Na Nr3 ..... IRRE NH Tyan ----- Nn;-;— 
n—i—2 
In, PR. 2: 2, nu Br Mai “a N; 
IN, ua oo... u ER n, 





This is the general formula for compound determinants of the first class; 
and giving / and j successively all values from 1 to (n— 1), we may deduce the 
whole theory of compound determinants of the first class, and of the degrees 
(n—1),(n— 2),.....2,1 respectively. 

Proceeding to compound determinants of the second class, we have for 


the complete determinant: 








7: BU a 24... 8 


and the number of constituents in each is (n— 2); hence the degree of the 


simple determinant to which it may be transformed, is n4,, where 


(n — 1) (n — 2) 
dr = 1.2 . 





and, since each of the elementary constituents is used «, times, the whole com- 


pound determinant will be: 


(8.) er a 





The subject of compound determinants of the second class here divides 
itself into two parts, according as any given row is, or is not, omitted more than 


once from the dropped groups. Suppose first, that no row is twice omitted ; the 


determinant may then be thus expressed: 


E962--CUE 











ua Tr DB RR TEE EEE PT EANS & 








Be SERERRLL N. 225300, > CE Era ar 








m 
F 
& 
3 





> a LTE oe ir BE 
0 Se Be a a 
ER EEE ge 4 


Ka an ee a 
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wbich will be equivalent to the forıner case, except that the fırst factor, instead 


of being 
. n | 


will be deficient in the last (2 —2) rows, vertical and horizontal. The result 


will therefore be: 
u—ı 
ddr rı ‘2 
9. 
0.) + - Ara n s 
and, as in the case of compound determinants of the first class, the general ex- 
pression will be given by writing the numbers 1,2, .... .2, as suffixes to rı, instead 


of as elementary symbols. 
Similarly, the omission of another of the constituent determinants, e. g. 





Io iu . 
56 ....- l 
we should have: ? f 
* °)(; .) ER 6: 6, ; | 
ER 39 .--...d ..... ‚2... (n — 2) 
ER a 918 ..... : RO # Aue ee 


which would be equivalent to the previous case, with the exception of the fırst 
factor, wer all the rows but 3,4; hence the determinant becomes: 


ja SESTBETTTE SE aaa =“ 


which again may be made general by writing 


instead of 1,2, 


And generally, when no omitted row recurs in the dropped groups, the 
compound determinant of the zth order and second class will be: 


‘ 2i+1 2ı+2\/%&i+3 2/+4\ (! 52 Bär | 


2+1 7 +27/ \2, +3 +4 
(11.) n 2 “iM 2rı \l . a 
wu. : ° NR... n 


Suppose, however, that one or more of the omitted rows recur; then 


CIE) @)-- 


46* 
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and 
„09 aa Geiles 
j=a, ff Ban | 


Sımilarly: 


CHA 9I-.@3)--- 


a,ı2j1 234 120 n 
and generally | 
Ehe a DR 
0) a, TAN 
Agaın 
a) HICH--@I- haslauıd: 


and so on. 


Again, the complete compound determinant of the zth class may be ex- 
pressed thus: 





where 
ni n(n=])..... (r—i+]1) 
di Ba. i ’ 
and thıs 
5 nt" 
| ER . ’ 
where 
ih (n — en 2)..... (n—i + 1 
ee ers ze EI, "6 Seren, 
sımilarly 
Fr ER 21/3, 3, -- Bu aa A 
\ (2 Zn sei 3) er u Be rn: Be nen a) 
(15.) 
J=|jllh BEER 2 n 
U En RR d ; 


and so on. Other formulae may be written as required (Phil. Mag. April 1851.) 





ET TE 
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The following theorem, enunciated by Mr. Sylvester, seems to be all that 
need be added upon the subject: 











\lı 1, on i Asia AT. RE 2, 2, vo 2 Bam ARTS EM we, Aı Ha TR Um Um-+i ru Hm-+n 
11, 1, FRE 1, L:. ach B 2. 2. az 2, Mi ER aM aus Al Alg*" "Al, mat Bi 
(16.) Ları Br er l, Par, nu 

oh UT 1 ei l 1 1 Bee 1 m-+-n b) 
where 
m(m —])..... (m—-r-+]1) 

Tr KR..ie 9 

‚ (m — Im — -2) En aert 

a = 1. 2. . 

NER TREE NG rn 

1.2.....(r—D) 


In connexion with this fact of the subject, the following theorem is of im- 
portance. (Sylvester, Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Feb. 1853.) 


Let 'A represent the line of terms "a, , Ta, Mi 


IB . . . . . . . . ,$ di; Bert On . 


Let 'Ax'B represent Z('a,x'b,), wbere of course there are r terms 
within the symbol of summation. 














Again, let ?A represent the line ?a,, ?a,, Si, 
’B u ’ . ’ ° . °b, ’ ’b,, 2 Hg bu ’ 
ıB a 1: 
and be A, represent I ||, "? ER 
24” 2B "°P nt 2]: eignet 
1 1 
‚a, , a, 
2, ‚ denoting the determinant ('a,.’a, —'a,a,) , 
1b 1), 
2b, 2), . . . . . . . . ('b,.°b. u a.) 5) 





there will of course be m.;(m — 1) terms comprised within the sign of summa- 
tion; and so, in general, let 
| 14 | 'B I 
2A I ’B| 
| | 4 x BB | m being less than n, 





| 


Im4ı ımB! 


| 
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and where in general "A denotes "a, ‚ "a, , ++-- "a, 
. represen 
and "B denotes "b, ‚"b, „+ "b, p 
1 1 1 1 1 1 
| Op» An,» ..... a), | bi, » by, RT “ 
2 2 2 2 2 2 
> un, EL er An | bi, j b;, wer Dan 


„..—......a.......:-. :. BE Ve 01000 | || 1 001 1 08 0 0 rerrrerreee 
} 











G, denote the « rectangular matrices of the forms 


A 


7 


0, ) respectively, 


and let A,, A,, ..... A, denote the « rectangular matrices of the forms 
'B,, 


02 7} respectively. 





d. 
Now form the determinant 
GxH ; GxXH,.....  GhXH; 
%mxH, ) 69,X A, AR ; 6x H,; 


-„- .—.—.—. 1 0 8 ET RETTET T Tr ET TR PT LET HEHE HH HH IE ET LT ET ET TE TE EU 5 


GxrH, :; @,XxH... ; GxXBH 


then, if we give r the successive values 1, 2, 3.....n, (in which last case the de- 
terminant in question reduces to a single term), the values of the determinant 


above written will be severally in the proportions of 


P "Im(m—1) 
K . m, K’" m 4 


that ıs to say, the logarithms of these several determinants will be as the coeffi- 


m 


cients of the binomial expression (1 + x)". 























a Ar ae 


BEER 
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When we make r= m, and equate the determinant corresponding to 
this value of r with that formed by making r = 1, the theorem becomes identical 
with a theorem previously given by M. Cauchy, for the product of rectangular 
Matrixes. 

This, a direct corollary from the formula (16). when that formula is par- 
ticularized by making 


An+1 ’ a m+2 einher U n+n 
N 2 a ’ 
m+l ’ 6 m+2 b) MN 
# 


represent a determinant, all whose terms are zeros, except those which lie on the 
principal Diagonal, these latter being all units. 

From this same theorem the ordinary rule for the multiplication of deter- 
minants is an immediate consequence; as has been remarked by Mr. Sylvester. 
For let m = n, and 





12... 2» 
12 ----- 2n\?’ 
represent the determinant 
—/1 0 .... 0 a An an! 
0 | 2... 0 Ay, Ag ****- Ayy 
0 0 ün 1 Anı Anz Ayunı 
bu bia En Bun 1) 0 . 0 | 
bar Dan +» u DE 0 
by 622 hg b,n ® N) u... 0 | 
=| Ay Ay Ay | | dur dar »---- bin | 
4, Ay Ay, baı ba, ..... Dan | 
A, Ayz "+++ üb | by bin us Kl y 








and the rule follows from inspection. Thus 


— 10aa 
lad 
aBßo0o 
aB00 

=/adb|lIa PP 
lab‘ a’ B'| 
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=  10a/)10 
la, 01% 


|10a 105 


0 ı «|| 01% | 
|#Ro0llago | 























ben 4 d 
=/jaa+taß batb'ß 
law+a'ß ba'+b' P'|. 


MIRERBN. "7° 5 ©. 7 


The same remark is also true even when m=n, if it be understood that, 
when two determinants of different degrees are to be multiplied together, rows are to 
be added to the determinant of the lower degree, sufficient in number to equalize 
the degrees, and consisting of zeros in all places, except on the principal diagonal, 
where units are to be written. Thus, if the determinants 


FEN RES AONC* 15 SEIN RER E a 














abc ||aß 
a b' c' | | a’ ß' . 
a“ bh“ c“ | 


are to be multiplied together, the second is to be written thus: 
a 20 | 

a’ 2'0 

00 1|. 





The following Theorem is given by Dr. Schläfli ın the „Denkschrif- 
ten der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften. Wien. Math. Classe. Bd. 
IV. p. 52.” 


Let the determinant 


Furthermore, let 
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| 2 — a’ br En ab PR SEEN 
E raa' rbb in. (r— 1)a’? ab + ab --... 
22ER Pol te Se PN: REINIGER 265.7 ONE NETEERREOE VIER SEHEN |» 
; the vertical rows of which consist of the several terms of 
; (a —+ a‘ —+ ..... ) R 
: (b nn b' +... y ; 
& 
(a +.u' + See Y6+b + RE # 
respectively; and the horizontal of the several terms of 
(a+b+.), 
(a +b'+ o.... Pr; 
f (a +b ++... y. (a‘ +b'+:..-- ) 
alt vd bailiiumems my anebennshsunnunsnnendunsuuussmnndichsetrnsen 
It is proposed to determine the value of 32 in terms of V. For this pur- 


pose form 2, from V, thus: 


2, — A" B © rA1"B 


Then multiplying $2 and 2, together by the usual formula, and remembering that 


aA+rbB+ .n... =aV R aA' +bB + Din =0,' 
aA+bB+r - - —( \ aA +bB + ER, —=V, Fr | 


--—. — —. -— .. . nn. nm nn 1 1 EEE PETE TE TEE ET TEE TE T TUT T T TE ET EB ET TEE TEE ET TE EEE FE FETT Te 


aA’ +bB +. +ra" ATbB+ 

= (aA+bB+---) = vr, 
a! A"aA'+b7 B"bB'+-  +(r— Da"! 47 A Ba" AmiB+-- 

= (aA+bB+ (a4 +bB'+--) = 6, 
rata AR + rb'b’B +. -- + {(r — 1)a’”a‘b +a bt rAT!B+ ----- 

— (aA+bB+- Ya A+bB+- -)+(r— Dee) = 0, 
ra! Aa A’ +rb" Bub Br + 

— (aA+bB+- (a A+b B + )Hhr— VCH )CH-) = V 


......„.„..„....„.„mnm nm n vr ER EP BER TB EEE EUT ET TTTT ET T BOT TED IT TFT TR ET TT BETT TFT T RU ET TUT Ten“ 
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so that 22, —=| ME 2 
a x 
re 
gr aD... .(r+r+) 
1 2 A r 
n(n +1) ..... (r+r—D 





EN 1.2.05 ’ 


and, since V is not resoluble into factors, 2, must be some power of V; so that 
we may conclude from the degree of 2,: 


oO. R+Din +2)... n+r—)D 
a 1.2 





The manipulation of determinants may- also be well exemplified by the 


means of linear equations, as follows, when 


„= ,„ „n=0 , un 





The above equations give rise to the following: 
.+1:+ Nu. +[+1:+ 2lun +" +[:+1,nlw,=V, 


2?+2,7+l]u. +l7+2,7+2]uge+ +[/’+2,nla,=V, 


--——. nn. . ...n..un.-. mn nm nm nn tr ET TEE BET TEE TEUER TB ET UT IDEE TB TEE TH ET TE LT ET TE ET Te 


Whence also the inverse system: 





[+ l.:+ 1] +1,72] age [.+ 1,n] | u, 
[+2,’+1] +2,7+2]---[7+2,n] 
| [In,.i+1] [n..+2]) ---- [n,n] 
v =R] [Y+2. +2] [’+2., +3] ? [?+2,n] ut a 
| l+3,’+2) +3,7+3]-----[7+3.,n] 
| Ini+2] [n.1+3] --- [n.n] |, 
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1,Da. +1,92 + a; +(M1,dz; = — (l,i+ Des --- -—(1,n)z. 
2,Drı +2,92. + ..... + (2,0; == — (2,i+ Dar — ++ — (2,n)zu 
@, Da, +Ü, dm +----- + Hd = —(i,i + Des — ---- —(Ü,n)ar , 


er 


there may be deduced: 














Au: a aae Fra aa TE en Dt a lee 
ERTL RT RE Ä 
ERVNE Z  REER ? 





























(1,2) (1,3) ..... 1,D zn=-|(,i+D (3,3) ..... (1,1) | 1 —..... 
(2,2) (2,2) ..... (2,1) 2,i+1 2,3) ...... 2,1) 

h (,2) @,3) ..... @,D | iD 6 Bi ( N 
A,d)A,D..... di-D|z=-|(d,i+D(A,D..... ds) | na-..... 
2,9) @,D ...... er 2i+D@,1).... 2,i—) | 
Sie ee Tr WE an | 
(sd) G,D ..... Gsi—D Gsii+D G@,D Gi-D| 

or 
7 zu (1,2) (1,3) ..... A,i+l) | Zuıe..., 
f OO ERREN i (2,2) (2,3) ...... (2,i+D | 
6,2) @,3) ..... Gsi+D | 
8,85 ij. > (1,3) (1,4) ..... Al | au..., 
I, a... i 2,3) 2,9) ..... 2,D | 
RER AR Ba "A | 
6,3) (,4) ..... dd 
1,2... \a==#|(d,i+-D (A, ..... A,i—-l) | zu 
f Pe Ä (2,i+1) 2,1) ..... (2,i—1) 
G@ii+D Ü,D ..... G@,i—D 
so that 
u = (ii +1l,D)a+@+1,2)2, + +(+1,!+l)ru4+ 
Bid u DET une 5 5 VRRER 2SE ' SAre 
-/12 N AR REN pam + 


and consequently, substituting in the former expression for u;,, and equating the 


coefficients of z;.: 


E+l,i+-1] k+1,:i+2] ..... i+l,n] 
E+2,:+1] ie +2,:+2] ..... f+2,;,n] 


» 
" 
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= | +2,:+-2]ß +2,i+3]..... ß+2,n] > de K Fa ec; \ m nl 
Ü+3,:+2] ii + 3,:+3] ..... +3,n] (12..... n\) t12..... i) 12 ..... (+1) 
[In ,ö-+ 2] In,i#+3]l _..... [r ,n] 





and similarly performing this method of reduction (/) times, it would at length 
be found that 





|E+1,i+-1] E+-1,i+2] ..... f+1,n] 
' ER+2,:+1] ß+2,i+2] ..... k+2,n] 
RER WESTENS NEN RERAREN RER REN 
| In ,:+1] In,e+2] ..... In ,n] 
= | Hl r2]... ja] S12..... we = 2 2 ‚m De GH) 
R+j+2,i+j+1][eHji+2,i+j+2].... etj+2, a] 12..... 12.....CH4j) 


.-.._—. nn... 1. essen kette 


Rn i+ji Hl Bir +N ie... In ,n] | 





This formula includes, as a particular case, M. Jacobi's theorem, viz. if 


+j+i=n, 
then 
E+1,i+ 1] +1,02]. [+1 ,n] a Fi ae > beepeg 1 {n,] 
'fk+2,:+1l] E+2,0+2]..1+2,n] 12.. 12..(n—]) 


Kae ee ae ae ee Ku en er 
Kir It. sn | 2 12..i 
There is a large class of determinants whose constituents satisfy the con- 


ditions 
* (1,2) = (2,]), ....- (l,n) = (n,l) 


2,1) = (1,2), are (2,n) = (n.?2) 


De ee ee ee ee Ge re er Tr Te er Ber ar er Bere Br er ee ur ur Bu er ur u a re ee ee 


and it isobservable that, by taking the system of conditions between (1,1), (1,2).. 
and [1,1], [1,2],----- given in the early part of this section, and omitting those 


y 


Iying upon the diagonal, there may be deduced: 


IM SZ FR er 1.2] = [1,11 :92,21: .... [2,1] 
: 2,31 2: 18,9E: 2.0 .:ı R,21:- AR, 21: ..... [r ,2] 
In. 2 20 9.02) :[k,21: B,l :...... [n ,n] 


or 
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\ * [1,2] = [2,1], ..... [1,2] = [r,1] 
1 [2,1] = [1,2], Br. once [?2,n] = [n, 2] 
r,1] = [1,2], n,21 = BR], ..... * 
’ It is perhaps worth while to write down the developments of the deter- 
; minants belonging to this class for the cases n=3 and n=4. These are as 
follows: forn = 3, 
i 
1,1)2,238,9)-(1,1)(2,9°—- (2,238, —-@,3)(1,2)’?+2(2,3)(3,1)(1,2), 
h and forn = 4, 
(1,1) (2,2) (3,3) (4,4) 


— (2,2) (3,3) (1,9? —@,3) 1,1) 2,9®—(1,1) 2,2) (3,4) 
— (1,1) (4,4) (2,3)? — (2,2) (4,4) (3,1)? — (3,3) (4,4) (1,2)? 

+ 28,3? (1,® + 8,1@,) + (d,29°? 8,9? 
—2](1,2) (1,3) (4,2) (4,3)+ (2,3) 2,1) 4,9) 4,D+@,D @,2) (4,1 (4,2)} 
+2(1,1) (2,3) (2,4) (3,4) 
+2(2,2) (3,1) (3,4) (1,4) 
+2(3,3) (1,2) (1,4) (2,4) 
+2(4,4) (2,3) (3,1) (1,2). 


EEE Se 





The equation to a cone? or other surface of the second order, may now 
be expressed in the same form as that to the reciprocal cone; for, adopting a 


usual notation, let 


A=[1,1] , 8=-B9] , €=-B,3] 
$=-R2,3]=ßB,2] , 6=B.1]=[13]) , 9=[1,2]=[2,1], 


the equation to the reciprocal cone will be 


a2 + Sn + 2 +2 (IE Hr GL + Ken —=o—O,. 
so that unless 
AHG =®, 
HBF 
GFc 


a process, similar to that employed in $. III, will give for the equation to the cone 
reciprocal to that above given, i. e. to the original cone: 
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A566 a =D. 
_ Hi HU a ; 
6 $d z 
A A 





As an example, let it be proposed to investigate the conditions that the 


roots of the equation 





(1,1)—0 (1,2) “+ (1,n) =0, 
(2.1) (2,2)—9 ---- (2,7) 
(n.1) (n.2) s... (n.n)—6 
(in which it is supposed that (1,1) = (2,1) -.--) shall be all positive. By what 


has been shown before, this equation may be resolved into systems of the follo- 


wing form: 
(1,1)2, + (1.292, + + (1,n), = 0x, , 


(2,1)2, + (2,2)2, + + (2,n)a, = 0% , 
(n,1)0, + (n,2)x, + + (n,n)x, = 0x, , 
where 6, is a root of the given equation; the other systems being formed by wri- 
ting, Yır Ya» Yns Og-.-- successively for &,, &, »--- &ny I... And if the sy- 
stems of varıiables &,y,----- be subject to the conditions 
a t+a-+ +=1l, 
yıtyıt ---- +yp=1l, 


1.D22+... + 21,2). +... 4, 
1.Dy+---+2(, Myıy.t Be =6,; 
0,, 0,, --- being the roots of the given equation. The following inverse systems 


may be easily formed; 
LEL EEE IE +fl 


[n,i]je, ig‘ 2]2, + ----- + [n,n]z. = Lu 
1,1074... +2[11,2]2,2% 400 = 69 
Il,1]yi + +2[1, 2] + a 














ERERETTETRTTEET 2 r l 


Va A Be 
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where 
ER IEN | 1,2,.....n 
0; vv. H: ’ 
and similarly, by using the expressions [1,1]; , [1,2]; ; ----- „| 1,2,----z|, there 


might be formed the inverse systems when (n— :) of the variables are equated 
to zero, and 7 out of the n variables are selected for the transformation. 
Now since one condition of the problem ıs obviously 


|1,2,--..- n|>0, 


it will be sufficient for the present purpose to determine the relations among the 
coefficients, ın order that the above systems of quadratic functions, or those for- 
med when z varıables only are used, may remain positive for all values of the va- 
riables. And since the n varıiables x, , &, ----- &,, are subject to only two con- 
ditions, (nr — 2) of them will remain independent, and if all the groups of (n— 2) 
be successively equated to zero, there will result a series of conditions, of which 
the following ıs one: 


(1,D)x + (2,2) +2(1,2)2,. >0; 


these give rise to a series of conditions among the coefficients, of which the follo- 


wing is one, 


|1,2|>0. 


The inverse system in the case of two variables presents no new feature; 
but if the inverse system be formed with three varıables, and one of them be then 
equated to zero, there will be formed with &,, &,, &;, the following system of 


conditions: 


[2,2),27 + 3,3,23+ 2[2,3), 02%; >00, 
[3,3),23+ 1,1, 21+2B,1),0;0, >0, 
[1,1),27+ [3,2]; 2? + 2[1,2]; 2,0, > 0, 


whence also the following: 
(1,1)|1,2,3]>0 „ (2,2) |1,2,3]>0 ,„ (@8,3)|1,2,3]>0, 


with similar conditions for all the other ternary combinations of the varıables. 
Again, with %,,%,,%5, %,, there would be formed sıx conditions, of which 
the following is one: 


[1 ‚I1,27+ [2,2], + 2[1,2],0,2; >0 3 
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there would be thence deduced: 
123]11234|1>0 ,„ ]|3r| | 123,4 |>0 ,„ |12| [|1,234|>0, 
114/|1234||>0 , [24] 11234|>0 , |34||1,28,4|>0. 


But, on account of the conditions found in the case of two variables, these 
are equivalent to only one, viz. 


11,2,3.41>0, 


with similar conditions for all the other quaternary combinations of the variables. 


Similarly, the next series of conditions would contain the following: 


I1,2,3| |1,2,3,4,5|1>0, 





which, by what has gone before, is equivalent to 
(1,1) 11,2,3,4,5 | >0; 


and similarly for all the other conditions belonging to this group. And hence 
generally, being any positive whole number, there will be a series of conditions, 
of winch the following form a paır, 


|1,2,----- 2:|>0, 
(1,1) ]1,2,----- 2:=1|>0; 


the number of conditions in these cases will be respectively 








ur 12 ..-.- (2%) =?7—-1, 
and 
, ge pR-Do an -EDHD _ 5 
2 a==1) 12... +1) =?—1, 


and the whole system of conditions may consequently be comprised under the two 


general formulae. 


I (kıkı) (Kska) (kukz)  >O, (k,k,) (k1kı) (k,k) BE (kıskası) >V, 
| (k..Kkı) (Kaska) (Ky.ka;) (kykı) (ky.ks) Bit (kaskysı) 
(4 2 k,) (h i ka) PN (k,; ka; | (kyskı)llkasıka ni (Kasıskzisı) 





j being any number comprised between the limits 1 and (27=# 1) inclusively. 














N: et euere 









ee ie ee ' 
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$. XI. 


Miscellaneous instances of Determinants. 


cable. 


ERTEILEN 


Ds 


—=|] 





see ee 





en 


k=u” , 


Beside the instances given in the preceeding pages, there are many others 
in which determinants occur, and to which their properties are consequently ap- 
A few of these are here subjoined by way of illustration. 

The symmetry of an expression, which is at first sight not apparent, may 
often be put en evidence by means of a determinant; tbus, e. g. 


1+ab — ad— bc, — dic + bb,a,c — bb,ac, + dab,c, — daybıc 


dbV 
a1l%09c 
a0 1 c 
oddll. 





Let u and e be any functions of any varıable x; and let 


dv 


”) a 


(i) 


#0)=6)\ 


Then the latter expression may be thrown into the form of a determinant, thus: 


uU 4 

(*) =z=|e o' 0 

® ‘ 
uu 


“ : 
- (©) _ | 0 . pr 0 








v 
u u’ u” 





00 o 30 
0 0 20’ 30“ 


v 0’ Po gr 


() = 





“ “ 


uu u” u 
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ddtd 
>) = 00 0 vo 4 
00 v 30’ 6°’ 
| 0 0 20’ 30" 40" 


| PP up Dpr 77 gu 





„m. m.-„-„..-„— ...„..„m.„.„. „m... 0 BT een 


(R) 
(—)” () =|i00--- v (n,1) e‘ en 
00 ---(n—1,1)e (n,2) ev 
: « en he a = 
u u'----- ud u” . 





where 








1 d 
ee = za109:V 
=. 
where 
V=IA1d.... 00 
ı1B1...00 
dat 00 
000...M1 
00 d...... ı N 


in which any number of rows may be taken at pleasure, and the formula will 
give the corresponding convergent fraction. 
The same holds good for the continued fraction 


ıf we write 


-„.—.. . r, nee“ 











ee 


VIE BEL ES « 
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Let 1,2, ,22, +... 2, be the (n +1) roots of the equation 


a —1=0, 


then, whatever be the values of 


37 2 ERROR A, 
ıA A, re 
Aids iii] 
Er A, 


Any function of two variables, e. o. 
av" tar yH ..... Lay mu, 


may be thus expressed: 


ei ner a, 
ya 0 
0y.. 
gene 
PER 
and consequently, if 
U=0, 


the following equations may be satisfied: 


-—._. ..n.„.„„..nm nm nm. nn nn ET Tees 


or, as they may be written, 
= a,+&y+V0 


V = a, +&,y+&x 


 „»-—.. .. .n..n...nm nn nn 7 nn ae 


0=4,+0+&a, 


whence, eliminating x,y, we have the system of determinants 


48* 
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and consequently, in any investigations, a system of quadratic functions of n va- 
riables as defined by the last expression, may be substituted for a function of the 


nth degree of 2 variables. 


This worth remarking that, not only the equations 


a,\=%b, 





a? + +y’ —] 
arbB + y=(, 


can be represented as determinants thus: 
| 100 «a | 
0102 
| 001 y | 
‚apylı 


minors of a single determinant, 





v1 


ab 





Thus in the case of two variables 


'10aa! 


100«a 
010% 
001y 
abcV— 


EB. 
10 


aß01 


= 1—- - ’— — P? . (aß — ab)”, 


writing 


v= aß — ab, 


the system of mıinors becomes 


+ 5°—1 ab+aß 
ab + aß e@+a—1 
a—vp b—va 
a— vb P-Va 


The original determinant being syınmetrical, the inverse system ıs so also; and 
in order that all the minors may vanish. ıt will be sufficient that three, not more 


than two of which lie on the same row. shall vanısh. Thus we come back to the 


well known fact that. ıf 





a—v? 
b—- vu 
Zi ui | 
aa+ bB 





’ 


but the entire system to which tbey belong, can be represented as the various 








a—vb. 
P—-YVva, 
aa+bß, 
a +b’—1. 


a RETTET TÄNERET 2 EEEETTEEALTE ; . 
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+=1 , PH Pl 


; ab+oß—=N, 

| then also 

a ereel , a?+P? =] 
aa+bß =U, 

Ä and 


a=vf ,„ a=pyb 
»bera. ,„ ‚Ayo 


Again, in the case of three varıables: 


100 aa, 
0105 5, 5 
00 1l1cc ec 
abc100 
a5, 10 
0,b,6001 





the system of first minors of this determinant ıs as follows; the coefficients of 


(1,) = 1-2 -b —-2 —-”—-—-23+(,%— b2cı)” + (bd,e — ber)? + (be, — bc)? 
(1,2) = (d+ab +a5) "++ — NM (be+b,c, + b20,) (ac + ac, +Q,C,) 
(1,3) = (ac+ a, +9)? ++ —D— (be-+dic, + b,c,) (ab + a,b, + a,b,) 
(1,4) = Vebka—bacı) ra (1—-?—bi—b3—c?— ci—cz) +b(ab+a,b,+a,bz) +C(ac+a,C, +4,65) 
(1,5) = Vb,e— be,) + a,( 1-0?—bi-13—c’—c1—63) + b(ab+a,dı+4,b,) +c,(ac+a,C,+4,c,) 
(1,6) = Ve, —b)+a(1—?—-bi-b3—e’—c}—c})+b, (ab+a,b,+a2b3)+cz(ac+a,Cı+4;C,), 


(2,1) = (ba-+b,a+ba) ++ —1Y)— lca+ c,a, + 6,4,) (be + dic + b26,) - 
(2,2) = (1-?-d—- d3-—- d—- 3+(l. — a) + Fe — c4,)” + (ca, — ca)? 
(2,3) = (be +d,c, +baa)(? Ha +a3— D)—- (ac+aıcı + azC,) (da + ba, + b,Q,) 
(2,4) 
(2,5) = 7 (a—ca,) +a,(ba+b,a,+bz2a,) +5, 1-e’—ci—e3—a?—at—a})—c,(be+b,c,-+bac,) 


(IR — a) Hd — ce —c—c3-a’—a—a3)+ clbe+b,c,+b,e,)+alba+b a, +-b,a,) 


(2,6) = 7 (ca, — ca) +a,(barb, +b,)+b, 1-—c-—a’—al—a?)+ez(be+b,c,+bzC;), 


(3,D = (ca + cı4, + c2a,) (b? + bi + 53 — D) — (ba + b,a, + 5205) (cb + cd + ca2b,) 
3,2) = (d+cab+ab) ("Ha + —N)— (ab -+a,b, + arb,) (ca + c,4, + C24,) 
(3,3) = 1-- 1 -, —b"—b—-bi+(ab, - a2b,)” + a,b — ab,)? + (ab, — a,b)? 
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(3,4) = v(ab,—a,b,) +4(ca+C,4, +6,40.) + el -d’——-a— 22) +b(cb+c, tab.) 
(3,5) = v(a5b-— ab,) +a,(ca+c,a, +69,)+c, (1 aaa’ —51-53)-+b,(cb-+c,5,+c,8,) 
(3,6) = y (ab, —a,b) +a,(0a+-C,4,+6,0,)-+c,( l-a’—a?—a? b1-52)+b,(cb+c,b1+c3b,), 


(4,1) = (b,a—bzc,) Hal l-a—-—-e—-al—3—c2) +a,(aa, +bb,+cc,) +4,(a0,+bb,-+cc,) 


Du 
Dr) 
100) 
Bw 
| 


= (1, —a,) 7 +b( 1-4 -D—-e-al—3—.c}) +b,(aa, +bb, +cc,) +b,(aa,+bb,+ec,) 


u 
vu 
ww 
De 
| 


= (sb—a,b,)p+ell -a-b-d—-a—D2—ch) +c ı(aa, +bb, +cc,) +c,(aaz+-bb, +cc,) 


PN, 
u 
m 

De 
I 


1 — a) -b—-d- 3 — 3 — 3 + (di — bz2c,)? +(,% — 04)?’ + (a, b, —4,b,)° 
(aa, + bb, + cc,) (a} +) + —D- (a,a, + bb, + c,c,) (a,a + b,b + czc) 
(4,6) = (ga + bb + a) Hr I) — (aa+5bb+ cc) (aa, + bb, + GC.) 


Fa 
— 

. 
ni 
ae 
l 


9,1) = b.e—be,) + a(l-3 ca? —j2_.eR )-+a,(a20,+b,b,-+c,c,) +a,(a,a+b,b+-c,c) 
(sa—ca’)y + b(a,4+b,b+c,r) +b,(l 1 —b3—e—a?—)?—.? )+ bx(a,0,+b)b,+cıc,) 


Fr 
gg 
x m 
- 


(a5 —ab,)y +cla,a+b,b +66) +0,(1—a?—D? -—a?—b?—c?) +6,(a10,+bb3-+c1c,) 
= (sa + bb -+cıe) a +3+d3—-D— (aa, + bb, + cc,) (aa, + bb, +c,6,) 

9,5) =1—- 2-4 _ g- a" re — be3)” + (0,0 — ca,)? + (a,b — ab,)” 

0,6) = (ag, +Ö, d2 +c16,) (a? + 3% +®—1)— (a,a + 5,6 + c,c) (aa, + bb, + cc), 


zu 
I 
Be 

N 
| 


(6,1) = (be, — bie)" +ala,a+b,b+ 2) +1 (a0 Hab) + Re ) 
(6,2) = (ca, —cıa) V+blaa+b35+0,0)+5,(a;a, + 528, +636,)+ba( I-ad? ea???) 
(6,3) = (ab, a0) +c(a3a+5,b+0,0)+c,(a,a, +bb, +00) + (1a? 2 a—bi—c?) 
(6,4; = (za+bb + Se) HH — 1) — (a, a, + bb, +c16,) (aa, + bb, + cc,) 
(6,5) = (a,a, + 1b, +0) + _ I) — (aa, + bb, + cc,) (a,@ + bb + ce) 

(6,6) = 1 - "da _ a—b— ec + (de — bc)? + (ca, — ca)? + (ab, — a,b)". 


Of the second minors, the following are the first row: 


2 


12 

(5 = 1I-2—-d—d 
13 

(} 2) = dbe+bic, +b,6 


14 
6 2 = be +a+d—)) — clbe + bıcı + d2C,) 


15 2 2 2 
1 2) =b("+cd+c —1) —c(de + d,cı + b2c,) 
16 
(12 


23 
(G 2) = -lac+aıCı +Q,c,) 


ba (ec? + cı + cz -D-— C,(be + bıcı +bac.) 
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24 


12) = + +n— V)—clac+a,cı +426,) 
25 2,Aıg 
12) = ul + + —1)— cılac + a,Cı + 2C,) 
26 2 2 2 
12) = ve +i+%—D— clac + a,C, + Q,C5) 


34 
35 
= a,lbe + dic, + d203)—bi(ea + C1Gı + C3Q,) 


12 
36 
( 2) = albe + bicı + d26%9)— ba(ca + CQı + CaQ5) 


45 
(12) = 417 - (ab — a,b) 
46 

12 == cT— (a5 — ab,) 
56 
(12 za C v—(ab,— ab); 


and similarly for the other fourteen rows. 
From these it appears that all the second minors on this level will vanish 

ın virtue of the three conditions 

C++ + go =l 

be + bci + bu, = V 

ac+tacı ran =U, 
since the last three vız. 

10:5 = db; — bza,:6za— bay: ba, — a,b 
v=|l, 

are consequences of the above three. This is in agreement with the homoloidal law, 
viz. that the number of second minors which must vanish, in order that all on the 
same level may vanish, s 4—2-+1=3. It is easy to see that the whole system 
necessarily vanishes in order that all may vanish, will be the usual system 


er rar, Pr Del ,„ so dr a. el, 

bsc+batb =0 ,„ care +, =0 ,„ ab+rab, +ab, =, 
and that they involve also Ihe usual inverse system. It may be remarked that the 
above conditions render all the 36 first minors also Zero. 


It has been shewn by Mr. Cayley (Camb. and Dub. Math. journ. May 1853) 


that the result of the elimination of x, y, z from the equations 
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ss y+=0 ,„ aa yPa=db , Ai, 


may be expressed in other of the two following ratıonal forms: 


‚111 =VU 
u... 


2,0 
lba. 





} 


.‚bc!=V, 
a.11| 
FE 
ei 1 2 





with corresponding results for a greater number of variables. 

„And in general, for any een number of quadratic radicals, the two forms 
are not essentially distinct, but may be derived from each other by interchanging 
lines and columns, while for an odd number of quadratic radicals, the two forms 
cannot be so derived from each other, but are essentially distinct.” 

Applying a similar process of elimination to cubie radicals, he arrives at 
the conclusion, that: 

„In general, whatever be the number of cubic radıcals, two of the three 
forms are not essentially distinet, but may be derived from each other by inter- 
changing lines and columns. 

The form of a determinant reappears also in the combination of certain 
differential operations, as J have noticed in the Gamd. and Dub. Math. Journal, 
Febr. 1853. Thus: 

Suppose that the series 


nn... ..n......... 


and that 


- 
I 
8 
+ 
- 
| 
| 
+ 


._._— . nn. ..n..„m 7 ekekekekekeerkeeeee 








er * 
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and that the permutation 


Jı ’ Ja ish P(j}) 
of the series 
1 n) Iy screen Pi) 3 
be thus represented: 
I . Ji» Pas — P(j, ;) 


and the corresponding operative symbol by V,;, so that 
d d 





V;; = a, E + %,,, dx, Be a5 R 
and so on, generally; then writing | 
dv de d' 
Von > + K X, dan + ...... C;, Vi, gan +... + (.27,%, +. 7 2) Free File al 
then Vu= WI V;;, 


Versi = V.V,V; en, V; Vi: Er VVk: 1770 V,V;; + V, J,i > V;x,: , 


and so on. Moreover, if the permutations are of such a character that, either the 
second, or the first and last conditions of the following system are satisfied : 


P(j,k) = P(k,)) ’ P (k,i) = P(i,k) ’ P(,j)=(j;i); 


there will result 
V;k = Vi ; >» Vu= Vi , V.,= Pr, 


and if, besides, either the first condition or the last two conditions of the following 


Pli,j,W}=Pf{(,b,:} 
P{j, (k, i)}= P{(k, i) ,j} 
Pi{k,d,D}=P{G,p>k}; 


Versi = V,V,V; Be; VV;r u 5 VVr; _. V,V; ; + 2V,; jk3 


and so on, generally. 


system be satisfied: 


we have 


A sımilar formula may be constructed when linear functions of the va- 
riables are substituted for &;, 3%; 2 +++, 4 X,9 +++ +» in the expression for V;, V;....; 


but it would be foreign to the present purpose to follow this subject. 
London, August 1853. 


— 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 
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). 


Der Uebergang von den unbestimmten zu 
bestimmten Integralen. 


(Von Herrn Prof, Heine zu Bonn.) 





RE a und 3 endliche reelle Zahlen, ist ferner f(z) eine zwischen 
z= «a und z= f continuirliche, einwerthige Function, so versteht man bekannt- 


lich unter /”f(z) da die Grenze einer gewissen Summe. Diese Grenze istimmer 


( 


endlich und bestimmt, so dass also das bestimmte Integral einen endlichen und 
bestimmten Werth hat, der, wie man weiss, aus einem unbestimmten Integral ab- 
geleitet werden kann. Ist nämlich ıb(z) irgend ein unbestimmtes Integral 
J/X@)dz, so wird jenes bestimmte Integral gleich Ab($) — rb(a); vorausgesetzt, 
dass auch xb(z) zwischen z= a und z = ß continuirlich und einwerthig bleibt. 
Die Continuität eines unbestimmten Integrals a) (z) folgt aber keineswegs aus den 
Voraussetzungen für f(z); wird auf dieselbe keine Rücksicht genommen, so kann 
man bei dem Uebergange von den unbestimmten zu bestimmten Integralen leicht 
auf unrichtige Resultate stossen. 
Um Dies zu erläutern betrachte man das Integral 


"dr u ""darctangs | 
1+2? 7 dz ei 


welches bekanntlich den Werth m hat. Ein Bogen, dessen Tangente eine gege- 
bene Grösse z hat, ist keine bestimrnte Function. Um sie einwerthig zu machen, 
nehme man denjenigen Bogen welcher zwischen 0 und x liegt, der aber offenbar 
eine discontinwrliche Function von 2 ist, indem er von r zu O springt, während 


z continuirlich vom Negativen zum Positiven durch Null übergeht. Es ist dieses 


dz 3 : - 
;; daher wäre, wenn man nicht ein 


arctangz ein unbestimmtes integral 


continurrliches unbestimmtes Integra! nehmen müsste, das bestimmte Integral 
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zwischen den Grenzen — g und +g gleich arctangg — arctang —g, demnach das 
zwischen — x und + x gleich 37 — 3 = 0); anstatt gleich m. Das richtige Resul- 
tat erhält man, wenn man den Bogen so nimmt, dass er eine continwirliche Func- 
tion von z ist, also z. B, zwischen — 5; und +3 liegt. Dies giebt arctang 
— arctang — & gleich 37 — (—!m) = m. 


Bisher stellten wir uns unter « und £ reelle Grössen vor. Sind « und 2 
76 
imagınär, so legt man dem / f(z)dz noch immer eine Bedeutung bei. Man 
[44 


kann nämlich in diesem Falle eine ähnliche Summe bilden, wie in dem vorherge- 
henden, indem man den Weg vorschreibt, welchen z von «a bis ß gehen soll, 
Nimmt man die Grenze dieser Summe, so hat man für diesen VV eg von z einen 
bestimmten Werth, den man gleich dem bestimmten Integrale setzt. Natürlich 
wählt man im Allgemeinen nur solche Wege für z, auf welchen f(z) continuir- 
lich bleibt. Soll das Integral einen vollständig bestimmten Werth haben, so muss 
der eingeschlagene Weg ohne Einfluss auf jene Grenze sein; es würden sonst 
die drei Grössen, welche in dem Zeichen des bestimmten Integrals vorkommen, 
a, B, S(2), eben nicht zur vollständigen Bestimmung ausreichen, sondern man 
müsste noch eine Andeutung des Weges, den man gehen soll, hinzufügen. 

Im 15ten Bande des Lioueilleschen Journals S. 365 — 480 hat Puiseux 
die Veränderung untersucht, welche jene Grenze erleidet, wenn z auf verschie- 
denen Wegen von a zu Ä gelangt. Er hat den Fall vollständig behandelt, wo 
(2) von z mittels irgend einer algebraischen Gleichung abhangt; er hat seine Un- 
tersuchungen auf mehrere wichtige Integrale, z. B. die elliptischen, die Abelschen 
und die verallgemeinerten Abelschen Functionen angewandt. 


Zur Veranschaulichung der Methode und der Resultate bedient er sich 
der häufig mit Vortheil benutzten geometrischen Darstellung imaginärer Grössen, 
deren Prinzip man seit der Mitte des vorigen Jahrhunderts kennt. In den Mis- 
cellanea Taurin. Tom I. 1759, p. 122 verwirft nämlich Daviet de Foncenex 
jene geometrische Darstellungsweise, die von einem Schriftsteller herrühre, wel- 
chem man ein schätzbares Werk über Algebra verdanke. 

Um eine imginäre Zahl @ + br geometrisch darzustellen, nimmt man zwei 
feste, unter rechtem Winkel sich schneidende Axen an; die eine sei horizontal, 
die andere vertical. Auf jeder Axe unterscheidet man eine positive und eine ne- 
gative Seite, die durch den Durchschnitt der Axen getrennt werden. Die imagi- 
näre Zahl a + di wird dann durch einen Punct in der Ebene der Axen reprä- 
sentirt, dessen Projectionen auf die horizontale und die verticale Axe, von dieser 


49,* 
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Stücke abschneiden, die. vom Durchschnitt der Axe an gerechnet. resp. gleich 
den Zahlenwerthen von a und 5 sind. Von den vier Puncten, welche dieser Be- 
dingung entsprechen. nimmt man einen solchen, dessen Projection auf die posi- 
tive oder die negative Seite der horizontalen Axe fällt, je nachdem a positiv oder 
negativ, auf die positive oder die negative Seite der verlicalen Axe, je nachdem 5 
positiv oder negativ ist. 

Die Arbeit von Purseuw giebt das Resultat, dass der Weg. welchen z von 
a bis 2 geht. im Allgemeinen nichi ohne Einfluss bleibt. sondern das Integral im 
Allgemeinen mehrfach periodisch ist. d. h. dass jene Summen, je nach dem ver- 
schiedenen Wege von z, Grenzen haben. die sich um ganze Vielfache gewisser 
Grössen, der Perioden, unterscheiden. Es lässt sich auch erkennen, wie viele sol- 
cher Perioden additiv oder subtractiv hinzugefügt werden müssen, wenn man con 
einem IV ege von z zu einem andern zwischen denselben Endpuncten über- 
geht. Es mag noch gelegentlich bemerkt werden, dass der Satz, welchen Cauchy 
in seinem vor etwa dreissig Jahren erschienenen ..Memoire sur les integrales de- 
finies, prises entre des limites imaginaires“ zu beweisen sucht, nicht streng rich- 
tig ist. Cauchy behauptet nämlich, dass der Werth des Integrals von dem 
Wege unabhängig sei, so oft f(z) für alle Werthe von z continurrlich ist, welche 
in dem Rechtecke liegen. dessen Diagonale die Verbindungslinie der Puncte «a 
und / ist und dessen Seiten parallel mit den Axen sind. 

Man sieht hieraus, dass die drei Stücke a, 5, f(z) dem Integrale allerdings 
schon einen bestimmten Character geben, ohne dass der Weg von z angezeigt 
wäre: die Theorie der elliptischen Integrale, bei denen die Grenzen als Functionen 
des Integrals angesehen werden, zeigt. wie eine Menge eleganter Eigenschaften 
ganz unabhängig von diesem Wege ist. Es kommen aber auch Fälle vor, wo 
es nöthig ist, den bestimmten Werth des Integrals zu kennen, welcher einem ge- 
gebenen Wege entspricht, und das leistet Pwzsewx’s Methode nicht, welche nur 
die für verschiedene Wege gefundenen Integrale vergleicht. Zwei solcher Fälle 
boten sich mir bei einer Untersuchung über das Potential einer Kreisscheibe dar, 
über die man das Nähere in den Monatsberichten der Berliner Akademie vom 
Jahre 1854 S. 564 seq. findet. Das eine Mal war f(z) eine rationale Function 
von z, und es sollte der Werth des Integrals ermittelt werden; welches man im 
Iten Paragraph der gegenwärtigen Abhandlung finden wird. Das andere Mal 
handelte es sich um einen speciellen Fall der allgemeineren Aufgabe, das In- 
tegral 
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u 
dx 
. V(a! + a@® + Pa? + yc+ 0)? 
welches zwischen reellen Grenzen von x genommen wird, in die Hauptform der 
elliptischen Integrale zu verwandeln, wenn die Constanten «a, P,y,d imagınär sind. 


Der Lösung dieser Aufgabe werde ich eine besondere Arbeit widmen. und mich 
b 
in der gegenwärtigen damit beschäftigen, den Werth des Integrals Sf) dz zu 


ermitteln, wenn der Gang von z zwischen «@ und 5 gegeben ist, und f(z) eine 
Function bedeutet, welche rational nach z, oder nach z und einer Quadrat- 
wurzel aus einem Ausdrucke zweiten Grades ist. Aus den Elementen der In- 
tegralrechnung ist bekannt, dass man dazu nur einige ganz specielle Formen von 
/(2) zu untersuchen hat, die ($. 3) bıs ($. 8) behandelt sind. In ($. 9) sind die 
früheren Resultate auf das Integral angewendet, um dessen willen diese Untersu- 
chungen unternommen waren. Im ($. 1) schicke ich bekannte Definitionen nnd 
einfache Betrachtungen voraus, denen im (8. 2) einige Bemerkungen über den 
Zusammenhang des unbestimmten mit dem bestimmten Integrale folgen. 

Um den Gang von 2 anzudeuten, mache ich diese Grösse von einem reel- 
len x abhängig, das sich zwischen @ und 6 bewegen mag, wenn a und Ö reell 
sind. Für = aund x = selbst, nimmt z die Werthe « und ß an. Der 
Ausdruck, dass z einen gegebenen Gang zwischen « und £ hat, wird dann gleich- 
bedeutend damit sein, dass z eine gegebne Function von & ist. Da ferner die 


unendlich kleine, diesem Gange entsprechende Veränderung von z offenbar 


BE. ‚ 
gleich dem Producte von 7, ın die unendlich kleine Veränderung von & ist (wie 


sich auch durch die geometrische Betrachtung auf der Stelle zeigt), so wird der 
3 ß 
diesem Gange angehörige Werth des Integrals J Ke)dz, (die Grenze der Summe) 


gleich dem ganz bestimmten Werthe des Integrals zwischen reellen Grenzen 
h 
SS zz. 
Es ist daher folgende Aufgabe zu behandeln. Es soll der Werth des 
Integrals 


ermittelt werden, wenn z eine gegebene continuirliche einwerthige Function von 
x, und f(x) rational nach x, oder nach & und einer Quadratwurzel aus einem 
Ausdruck zweiten Grades ist. 
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1) Eine Function von x kann entweder stetig sein, oder für verschiedene 
Werthe von x ihre Stetigkeit verlieren. Im letzten Falle kann sie an solchen Stel- 


len in’s Unendliche übergehen, oder aber endliche Sprünge machen. Beispiele 


5 1 5 
solcher Functionen sind x?, — oder =. und arctangx, den arc so genommen, 


’ ’ ; ; 1 1 
dass er zwischen 0 und liegt. Die erste Function ist stetig; = und „a wachsen, 


wenn x sich der Null nähert, ins Unendliche ; arctang& springt bei x = 0 von 


t zu ® über. 


2) Einwerthig heisst eine Function von &, wenn sie für jeden Werth 
von x nur einen Werth hat; man pflegt sie aber auch dann noch einwerthig zu 
nennen, wenn auch einigen Werthen von &, aber nicht einer continuirlichen 
Folge solcher &, mehrere Werthe der Function entsprechen. Der oben be- 
zeichnete arctang.a ist also noch einwerthig, obgleich er für = 0 zwei Wer- 
the, m und O0 hat. Uebrigens könnte man ıhn auch vollkommen einwerthig ma- 
chen, wenn man den Bogen von 0 incl. bis x excl. nımmt. Wir setzen fest, dass, 
wenn die einwerthige Function 4(x) bei & = « einen endlichen Sprung macht, 
also zwei Ordinaten für die Abscisse a existiren, der eine Werth derselben, die 
Grenze von #(a + &), mit #(& + 0) bezeichnet werden soll, wo & eine verschwin- 


dende, positive Grösse ist. In den Formeln bezeichnen wir Grenze mit Gr. 


dIx 
3) Unter = oder 9 versteht man 





. Fr +- h) _ Fl) 
Gr h 5) 





es mag h von der positiven oder negativen Seite der Null sich nähern. Im All- 
gemeinen ist (x) einwerthig, wenn I(x) einwerthig ist. Für besondere Fälle 


von x kann es aber auch mehrere Werthe haben. Wird z. B. der arc wie oben 


darctangz . 1 


genommen, so ist ——,, im Allgemeinen gleich ir ., füx=0 aber, der 


Erklärung nach, 1 oder —&, je nachdem Ah von der positiven oder von der ne- 





gativen Seite her der Null sich nähert. 


4) Ein unbestirnmtes Integral Sf(x)dx ist jede Function xb(x), die, nach 
» differentiirt, f(x) giebt, wenn auch für einzelne Werthe von &, aber nicht für 


eine continuirliche Folge, diese Gleichheit aufhört. So ıst der obige arctang x noch 
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dt 
l+2, 


darelange . 
a nıcht mehr 





immer , obgleich für x = 0 der Differentialquotient 


zu 1, sondern zu 1 oder zu— & wird. Hieraus ist klar, dass wenn f(x) reell ist, 
während z eine reelle oder imaginäre Function von & bezeichnet, ıJ(z) ein unbe- 


stimmtes Integral //(z2)2’dx sein wird, wenn man hier, wie in der Folge immer 
eschehen soll, 2‘ gleich = selzt 
5 LP 2 5 , y 5 , de be 


5) Sind @ und 5 reelle Grössen, ist ferner f(x) eınwerthig und continuir- 





lich, oder macht doch nur endliche Sprünge, so ist 





If o)dx —= Gr |ef(a) + ef(a+e) + ef(la+ 28) + + efla+(n — Ne), 
a n= & 2. 


wenn man zur Abkürzung e= —— setzt. Der Bequemlichkeit wegen stellen 


wir uns die obere Grenze b stets grösser als a, d.h.5—.a als positiv vor. Für 
ein gegebnes f, a und 5 existirt immer eine, und nur eine Grenze, Geometrisch 
genommen stellt ein solches Integral einen gewissen Flächenraum vor, wenn /(&) 
reell ist. Wird f(x) imaginär = Ü-+1iV, so bedeutet nach dieser Erklärung 


I f)de 


e ee ee 


SUdz +1 / Var, 


also gleichfalls etwas Bestimmtes. 


Ist die eine Grenze 5 = &, so versteht man unter Ir) dx die Grenze 


6 
von Sf) dx, mit wachsendem 5. Aehnlich verhält es sich wenn a = — & wird. 


Geht /(), zwischen x = a und x = 5, der Reihe nach für x=a, ß,..... k 


b 
ins Unendliche über, so versteht man unter Sf dx folgende Summe: 


die Grenzen für „ und e gleich Null angenommen, während man sich unter & und 
„, positive Grössen vorstellt. Ist @ oder 5 selbst ein solcher Werth wie a, ß, 


so hat man auch für @ und 5 resp. «-+ e und 5 — „ zu schreiben. So z. B. ist 
1 ) 
‚= — Gr/ - = Gr2(1—e)=2. Es ist noch daran zu erinnern, dass die 
0 zT 


Summe der Grenzen zweier Grössen A und B allerdings immer gleich der Grenze 
ihrer Summe ist; es müssen aber dann A und B Grenzen im eigentlichen Sinne 
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haben, d. h. ihre Grenze darf nicht, wie man sich ausdrückt, =& sein. Man 
kann daher in der vorstehenden Definitionsgleichung nicht die Integrale zuerst 


addiren, und dann die Grenzen nach e und „ nehmen. 


8. 2. 
Wir werden nun untersuchen wie / (z)de mitab(5) — b(a@) zusarmmen- 
hangt. Zunächst ist klar, dass, wenn Mr ein unbestimmtes Integral S'/(x)dx 
durch ı) (=) bezeichnet, / (x) immer ıb(5) — (a) sein wird, wenn /(x) und p(x) 


einwerthig und continurrlich zwischen a und Ö bleiben. Der bekannte Beweis 
erfordert in der That keine andere Voraussetzung, 

Wird die Stetigkeit von (x) zunächst bei x = a unterbrochen, so zerlege 
man das Integral von a bis 5 in eines von a bis « und in eines von a bis d. Es 
ist klar. dass das erste die Grenze des Integrals von a bis «— e, das zweite die 
Grenze des Integrals zwischen «+ e und d sein wird. Es ergiebt sich daher: 


& !a)dx = Gr l S w Nz)dx +/ Sa)dı | 


Das erste Integral rechts wird aber zu y(a— e)— ıb(a), das zweite zu ıb(b) 


— ıb(a — &), also ist 


| fe)dz = 6) — bla) + Gr. [bla 2) — ha +9) 
Anmerk. „WVäre auch /(x) für x = «a discontinurrlich, während das In- 
tegral S Mz)ax noch eine Bedeutung hat ($. 1, No. 5), so würde man in den bei- 


den vorigen Gleichungen statt der Summe oder Differenz, dieSumme oder Differenz 
der Grenze setzen müssen.” 


Durch wiederholte Anwendung der obigen Formel findet man endlich, in- 
dem man ıJ‘(x) statt f(®) setzt, Folgendes: Wird ıb(x) für x = a, ß und x dis- 


b 
continuirlich, und an. ’(x)dx einen Werth, mag (x) continuirlich bleiben, 


oder mag erst die Definitionsgleichung am Schlusse des ($. 1) dem Integral seinen 
Werth verschaffen, so ıst: 


S"y@dde =) - (a) 
+ Grab(a — e) — Grob(ate)+Grb($ — Ee) — Grob(k+e); 
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die Grenzen für e = 0 genommen, während man sich e positiv vorstellt. Bleibt 


ab’(x) continuirlich, so kann man statt der Summe der Grenzen die Grenze der 
Summe setzen. Macht xb(x) nur endliche Sprünge (und das ist der Fall, wel- 
cher bei den spätern Untersuchungen vorkommen wird,) so hat man: 


J ya) dx = ıb(2) — ab(a) 
+ bla — 0) bla +0) HUB — 0) — bl +0). 


Um diese Formel auf ein Beispiel anzuwenden, betrachte man wieder 


Son, BEE "daretange | 
L+.2°° dz ai 


_. 
Nimmt man den arc zwischen —}r und +3” an, so wird b(=), nämlich arctang x, 
zu einer continuirlichen Function von x; also das Integral, wie auch schon in 
der Einleitung gedacht, gleich 37 — (—37) = r. Nimmt man aber den arc zwi- 
schen 0 und x an, so dass er für x =0 discontinuirlich ıst, so ist die vorste- 
hende Formel zu benutzen, indem man « = setzt. Es findet sich daher als 


Werth des Integrals: 


arctang © — arctang— @& + arctang — 0 — arctang + 
= +iır — an + Fi _ 0 =r. 


b 
Es sind folglich nun zwei Mittel da, ein Integral S ab‘(x) dx zu berech- 


nen, wenn b(®) auf die Weise discontinuirlich wird, dass es endliche Sprünge 
macht. Das eine besteht in der Anwendung unserer Formel, das zweite darin, 
dass man eine Function 9(x) aufsucht, welche continuirlich ıst und denselben 
Differentialquotienten nach x giebt, wie \b(x). Geometrisch ist die letzte Me- 
thode leicht auf folgende Art auszuführen. Behandelt man nur den Fall, wenn 
ab(z) reell ıst, so stelle man sich die Curve gezeichnet vor, welche diese Function 
ausdrückt. Diese Curve wird bei x, a, ß, ..... Sprünge machen, also plötzlich ab- 
brechen. Indem man nun den zusammenhangenden Theil von e=abis x = «a 
festhält, rücke man die übrigen Stücke so zusammen, dass alle Theile eine zusam- 
menhangende Curve bilden. Es muss dabei aber jeder Punct der Curve rb(«) 
auf seiner Ordinate fortrücken. Die zusammenhangende Curve ist dann offenbar 
eine solche Function (x), und der Werth des Integrals ist = 4(b) — %(a). 


Wäre z. B. ab(&) = arctangx, und man nimmt den Bogen zwischen O0 und r, so 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 50 
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wird die Curve für & = — 2 eine Ordinate 3 geben, und continuirlich fortlau- 
fen, bis zur Ordinate x für © —=0; das zweite Curvenstück hat für = 0 und 
x — #2 die Ordinaten 0 und 3m. Rückt man auf die vorgeschriebene Art beide 
Theile zusammen, so bleibt für x = — & die Ordinate 3, während sie für = & 
gleich r+4r wird. Die Differenz der End- und Anfangs-Ordinate ist daher 
(x +4r) — 37 oder ı. 


8.3. 

Nach Angabe der Einleitung wenden wir die Formel auf einzelne Fälle 
an. Es bezeichne z eine beliebig gegebene, continuirhche einwerthige Function 
con x, sie mag reel oder imaginär sein. Der Werth von z für einen Werth 
cvon &, drücke z, aus. 

Zunächst untersuche man 


b 
f 2" 2’ dx, 


a 
+1 


wenn zi eine ganze positive Zahl, oder Null ist. Da /a”’dx = 2 2.71 Ist, so wird 
nach ($. 1, No. 4) 


gu+l 
Jede = 7: 
b 
Setzt man das bestimmte Integral gleich fi ab’(z)dx, so lässt sich unter (x) hier 


"+ r . r . N e . 
-_ verstehen. Es ist also ab(x) eine continuirliche Function von x. Wir 


n-+ 
haben demnach: 
Se n+l__y NH 
2, 2, 
‘ ——— — 
[7 zdr it Nn+ 1 9 


so dass dies Integral nur von dem Anfangs- und End- Werthe von z, nicht aber 
von dem Gange von z zwischen @ und 5 abhangt; hier, wie bei allen ähnlichen 
Resultaten, nur vorausgesetzt die oben ausdrücklich erwähnte Bedingung der 
Continuität von z. 

Dieses einfache Resultat ist von Bedeutung; wenn auch nicht für 
die folgenden Untersuchungen, so doch für alle Fälle, wo ein Integral 


. f(z)z‘dx betrachtet wird, in welchem sich /(z) in eine convergente, nach Po- 


tenzen von z aufsteigende Reihe entwickeln lässt. Ist der Werth dieses Integrals 
für irgend eine Function z gefunden, so wird derselbe Werth auch für jede Func- 
tion 3 gelten, die mit der ersten gleiche Werthe für x = a und & = b hat. 


Auf ähnliche Weise erhält man einen ähnlichen Satz für 
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3 
4 „dx; 


wenn nr eine ganze positive Zahl bezeichnet, die grösser als 1 ist, und z zwischen 


x=aund x=Ö nicht verschwindet. Der Werth des Integrals ist dann nämlich: 


1 1 1 
l—n (=: 193 zT ). 


$. 4. 
x’ 


5 
Wir gehen uf „da über, indem wir vorauszusetzen, dass z zwischen 
a 








x=a und x=5 nicht verschwindet. af ® — log. ist, so wird nach ($. 1, No.4) 


J - de = logz, 


e 
so dass für ab(x) ein beliebiger, aber für jedes x bestimmter Werth von log z zu 
setzen ist. Man stelle sich z in der Form p + gı gegeben vor, wo also p und 9 
gleichfalls continuirliche einwerthige Functionen von z sind, die für keinen Werth 
von x zugleich verschwinden, und setze 


p=rcosg ,„ g=rsing, 


indem man hier, wie später bei solchen Transformationen, das reelle r positiv, 
und p zwischen — x und + annimmt. Die Werthevon r und für #=c, 
werden durch r, und g, bezeichnet. 

Ein log z ist nun gleich logr + gr, so dass man 


ab(x) = logr + gi 
setzen kann. Da r positiv (gemacht) und nie () (Voraussetzung) ist, so wird logr 
eine continuirliche Function von & sein; sinp und cos sind gleichfalls continuir- 
liche Functionen von &, aber nicht ist es nothwendig p selbst, welches offenbar 
von = x zu 7 springt, wenn cos oder p negativ ist und zugleich, bei unend- 
lich kleiner Veränderung von x, der sing oder g, continuirlich durch Nuli vorn 
Positiven zum Negativen übergeht, oder umgekehrt. 

Man beobachte daher p und g, während x von a bis 5 wächst. Bei c=«u 
mag zuerst der Fall eintreten, dass p negativ ist, während g verschwindet und 
ehe x zu a kam, ein anderes Zeichen hatte, als nachdem es durch « hindurch 
weiter zu 5 hinging. Derselbe Fall mag bei £, y, ----- k eintreten. Sind nun 
Pay Pa5 P die Werthe von g, bei welchen, d. h. unmittelbar nach welchen der 
Sprung eintritt, während x von a zu 5 fortschreitet, so dass also der Zahlwerth 


50* 
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eines jeden Bogens ,, Pa, gr gleich x ist, so giebt die Formel ($. 2) das 
Resultat 


b (4 
f - da = logr, — logr, + (9 — 9.) + (pa + Ps + ----- +9). 
« 


Sollte z,reell sein, so wird es nicht zweifelhaft sein, ob p, gleich + oder —r 
zu setzen ist. Erhält nämlich z, wenn es von z, ausgeht, da wo es zuerst imagi- 
när wird, einen positiven imaginären Theil, so war offenbar g, gleich +7, ım an- 
deren Falle —r. Ganz ähnlich verhält es sich mit 9,. | 

Bleibt der reelie Theil von z oder p immer positiv, oder wechselt g nie 
sein Zeichen, so kann offenbar kein Sprung Statt finden, so dass in diesem Falle 
das Integral zu 

logr,— logr, + (9, — 9.) 
wird, also wieder nur von dem Anfangs- und End-Werthe von z abhangt. Sollte 
p immer negativ sein, so hätte sich ein ähnliches Resultat durch Betrachtung des 
negativen Integrals ergeben. 

Auf welchem Wege man auch von z, zu z, kommen mag: es erhält, wie 
die Formel zeigt, das Integral Werthe, die sich nur durch ganze Vielfache von 
2x unterscheiden. 


S. 5. 


6 ’ 
Das Integral f Far lässt sich, wenn k eine beliebige, reelle oder 





a 


imaginäre Constante, r eine ganze positive Zahl >1 ist, und z+% zwischen 
x = a und & = Ö nicht verschwindet, leicht auf ein schon in ($. 3) untersuch- 
tes Integral zurückführen, wenn man z+% durch y bezeichnet. Dasselbe ist 


r 
= — de. 
Sue 


$. 6. 
b 14 
Es lässt sich auf ähnliche Weise das Integral | — von dem im ($. 4) 


dann 


b 4 
di i j ‚ 
untersuchten / ei abhängig machen, wenn man y=z-+% setzt. Die dorti- 


gen Formeln lassen sich unmittelbar anwenden, wenn man nicht z, sondern 
z-+% gleich 








ET ee 
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p+gi= r(cosp + isinp) 


setzt. Es sind daher sämmtliche Formeln angegeben worden, auf welche sich 
unsere Integralform reduciren lässt, wenn /(x) eine rationale Function von x 
ist, In vielen Fällen wird es übrigens besser sein, erst die Zerlegung zu machen, 
dann die Integration nach den Formeln ($. 3 — $. 6) auszuführen, und das Inte- 
gral unmittelbar nach der angegebenen Methode aus / f(x) dx herzuleiten. 

Um diese Methode weiter zu erläutern, füge ich die Behandlung des Integrals 


b ’ 
_xdr 
f z2?+-D 


a 





hinzu, welches man nach ($. 4 und $. 6) aus den beiden 


>; b, 
2 ds rd 
z+ı/VD ’ zxz—iVD 


zusammensetzen könnte. D bedeutet hier irgend eine reelle oder imaginäre Con- 
stante, und 2?-++ D darf zwischen & = a und x = 5 nicht verschwinden. 





$.7. 
de 1 


Da I3,D > = Tparctangyp ist, so wird nach ($. 1, No. 4): 


z’dr 1 
Sz D”yvD arctangyp 


Der arc hat bekanntlich eine Bedeutung, wenn auch 77 77 D imaginär ist, indem man 





unter arctangy jede Grösse u zu verstehen hat, die so beschaffen ist, dass ihre 


Tangente gleich y ist, d. h. so, dass 


ei eis we 
ie He") 7 





wird. Macht man 


E is 
yvp=rtg=r(osgp+ isinp) , 
und nimmt r und p wie in ($. 4) an, so lässt sich „b(x) gleich 


m. 1—?2rsinp + r? 1 hat 
—AyD ir 2rsinp + tayparctang | 
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setzen; indem man unter YD eine beliebige, aber beide Male dieselbe Quadrat- 
wurzel, unter log den reellen natürlichen Logarithmus versteht, ur:d arctang, 
wie es von nun an immer geschehen soll, zwischen —ir und +ır liegend an- 
nimmt. 

Es besteht also ab (=) aus zwei Theilen, deren erster, welcher den Loga- 
rithmus enthält, immer continuirlich bleibt. Denn erstens wird 1=# 2r sinp + r? 
—= (1#rsinp)?’-+ r’cos’p nie negativ, zweitens auch nie Null, indem sonst 


gp=1m,r=]1, also vn —=’d.h. 2+D gleich Null sein würde; der Voraus- 


j . ; RE 2rcosp 
setzung zuwider. Der arctang wird discontinuirlich, wenn j_, von E@® zu 





+ & übergeht; er springt dann von #3; zu 4} über. Dazu muss fürs erste 
r gleich 1 sein; cosp kann, wie eben bemerkt, nicht zugleich verschwin- 
den. Der arctang wird aber in solchem Falle nur dann, und immer einen Sprung 
machen, wenn bei wachsenden x auch r von einem Werthe, der kleiner als 1 ist, 
zu einem Werthe der 1 übertrifft, übergeht; oder umgekehrt. Man bezeichne 


nun die Werthe von x, bei welchen ein solcher Uebergang eintritt, durch a, ß£, 


cos 
.....%; die Zeichen von a unmittelbar vorher sollen durch e,, &, ---- be- 





stimmt sein, so dass diese Grössen =1 bezeichnen, je nachdem das Vorzeichen 
positiv oder negativ war. Alsdann hat man offenbar: 


5 
»'dz n 1 + 27,singp; + 73 1+27,5inp. +r3 
yD| 2,D | og 1—- 2nsinpgrrn log 1 — 27,sin Pat =] 





2r5C0Sp3 2r,C0Sp, 
+ | arc tang T_,,; —arctang er 


+nrle. +&g+--- te): 


Behält cosp, oder was Dasselbe ist, der reelle Theil von 7B immer das- 


R . % r 
selbe Zeichen, so ist klar, dass wenn r, oder der Modulus von yp,bei z=aund 


x = b zugleich kleiner oder zugleich grösser als 1 ist, der letzte, x enthaltende 
Theil, sich auf O reducirt. Itr,<lundr, >1, so wirde=+r;isr, >1 
und r,< 1, so wirder = —r. Hat cosp immer das negative Zeichen, so tritt 


in diesen Fällen das umgekehrte Verhalten ein; d.h. dieser Theil ist resp. 
0, u! -+ = 





r Bad x R ET as ar a Lo 
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$. 8. 
Um die Aufgabe vollständig zu lösen, ist, nach Angabe der Einleitung, 


noch der Fall zu untersuchen, in welchem f(z) eine continuirliche rationale Func- 
tion von z und einer Quadratwurzel Y(m + 2nz-+ pz”) ist, wenn m, n, p reelle 
oder imaginäre Constanten sind. Das Zeichen der Wurzel muss auf irgend eine 
willkürliche Art fest bestimmt sein; z. B. so, dass der reelle Theil derselben po- 
sitiv, oder für gewisse & positiv, für andere negativ is. Natürlich muss aber 
nun eine solche Bestimmung getroffen sein, dass die VVurzel sich mit der 
Grösse unter dem FVurzelzeichen continuirlich ändert. Dann ist offenbar: 


dV(m + 2nz + pr?) n + p2 s 








de Y(m + 2nz + pz?)' > 


wenn das Zeichen der Wurzel links und rechts nach denselben Principien fest- 
gestellt wurde. In der That: geht man auf die Erklärung des Differentialquo- 
tienten ($. 1, No. 3) zurück, und giebt x den Zuwachs A, wodurch der von z 
gleich A werden mag, so kann man 


Vlm + 2n(z + k) + p(z + k)”) = V(m-+ 2nz + p2?) + kg + Po +... 
setzen. Erhebt man Dies zum Quadrat, so ergiebt sich 
2(n + pz) + pk? = 2kg.V(m? + 2nz + pz2?) + Kr +, 
also für g der Grenzwerth 


u n + P% 
0 7 Ym? + 2nx + pz°) 





a k . a 
welcher noch mit dem Grenzwerthe von z oder z’ zu multipliciren ist, um den 


gesuchten Differentialquotienten zu geben. 
Setzt man nun 


y=n-+pz+YpV(m-+2nz -+pz), 


wo Yp willkürlich, aber überall gleich angenommen wird, so ist 
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b 
so dass jetzt die Aufgabe die ist: J gb) y’dx zu integriren, wenn p(y) eine ra- 


tionale Function von y bezeichnet: eine Aufgabe, welche in den früheren Para- 


graphen ihre Erledigung fand. 


8.9. 


Schliesslich untersuchen wir als Beispiel das Integral, auf dessen genauen 
Werth es in einer Untersuchung ankommt, die ich später veröffentlichen werde, 


nemlich das Integral 





1 dt ‘ 
ee J ke + mi)’ —n’] Vl(@ + pP? — 9] 
(z + im) Vl(z + pP? -—P]+(e+ipVl(z + mi)’ — l- 
2 
] 





(= + im) (2 + 1p) — ngcosy + Vl(z + mi)?’ —n?] Vlle+ - 9 


Es bezeichnen m, n, p, 9, \ gegebene reelle Grössen; der Fall dass zu- 
gleich m = 0 und p = 0 ist, bleibt ausgeschlossen ; A und z werden positiv und 
die Quadratwurzeln so angenommen, dass ihr reeller Theil positiv ist. Ist der 
reelle Theil gleich 0 (z. B. für x = 0), so hat man das Princip der Continuität, 
welches im ($. 8) ausgesprochen wurde, festzuhalten. 

Setzt man 


2 = V(@ + mi)? — n) + V(C@ + pP —g°) und 
= m’+ n?’+p?’+9°?— 2mp — 2ng cos} , 


so vereinfachi sich das Integral zu 


1 
z’dx 
1 #5: 
0 


Es ist also D eine reelle, und da noch (m = p)’+ (n — g)” positiv. ist, eine pos«- 
tive Grösse, deren positive Quadratwurzel durch YD bezeichnet wird. Nach der 
Anleitung in ($. 7) untersuchen wir nun den Werth dieses Integrals, indem wır 


die dort gebrauchte Bezeichnung für dieselben Dinge hier beibehalten. Es ist 


klar, dass hier der einfache Fall vorliegt, in welchem der reelle Theil von 7, nie 


negativ wird. 
Es wird zunächst gezeigt werden müssen, dass 2?°+ D nie verschwindet. 
Ist x nicht gleich Null, so ist Dies klar, indem z in allen übrigen Fällen einen von 
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0 verschiedenen reellen Theil enthält, also nicht gleich # VD sein kann. Der 
Fall x = 0, für welchen z rein imaginär wird, erfordert aber eine besondere Be- 
handlung. 

Ist dieser Beweis geführt, so wende man die betreffende Formel des ($.7) 


an. Es wird sich zeigen, dass sich leicht entscheiden lässt, ob für x = 0 der 


Mod 7; oder r,, grösser oder kleiner als 1 ist. Für die verschiedenen Fälle, wel- 


che hier zur Sprache kommen, erhält man drei verschiedene Endformeln. Es 
werden zulezt diese drei Endformeln in eine einzige vereinigt. 

Um diese Puncte zu erledigen, führe man vier reelle Grössen P, &, A, © 
ein, indem man 


m =YV(P?— x°).cosH ,„ p=V(?—a?)cosO, 
n = Psin Ä ‚» g=32sinO 


setzt. Die Quadratwurzeln werden positiv und 7] und ® zwischen O0 und x ange- 
nommen. Geometrisch betrachtet heisst Dies, dass durch einen Punct, dessen 
rechtwinklige Coordinaten rn und n, oder p und g sind, Ellipsen von der Excen- 
tricität x gelegt werden. Je nachdem rn positiv oder negativ ist, wird daher cos 
positiv oder negativ sein. Man setze e==1, je nachdem m positiv oder ne- 
gativ ist. 

Die Werthe von P,2,H, 0, welche x = 0 und x = 1 entsprechen, be- 
zeichne man resp. mit g9, 09, 20, &, und 9,0, n, @, so dass 


m=yV®—1cosn , p=Vio’— a?)cos0, 


= osinN » g=osn®, 
und auch | 
m=QCosn » P=0,c08s6, , 


n=QSinn 3 9=0,5in6, , 
ist. Man hat nun («+ mi)? — n? = [xcosH + iY(P?— a?)], so dass 
z = (ecosH + &c0s0)x + i[eY(P? — a?) + EV? — a?)] 


ist, indem hier die reellen Theile der Quadratwurzeln positiv sein sollen. Es 
zeigt sich hieraus, welchen Werth z,, wenn man seine Continuität berücksichtigt, 
für = 0 annimmt; es ergiebt sich offenbar 


„= + &0,) . 


Nun ist klar, dass auch 23-+ D nicht verschwinden kann ; sonst müsste 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. LI. Heft 4. 51 
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(g+ 80,” =D 
sein; d, h. wenn man in D für m, n,.... die Grössen @,, ----- einführt, müsste 
— 2£ = c0sn9c0s0, + sinn, sin O,cosa) 


sein. Dies ist aber unmöglich. Haben nemlich cosy, und sin 7, gleiche Zeichen, 


so it —&—=—1; da aber der Zahlwerth von sin» sin 9,cosab höchstens 
—=1 sein kann, so müsste „=, =14ir , conb=— 1 sein, folglich m und p 


zugleich den Werth 0 haben: der Annahme zuwider. Dieselbe Unmöglich- 


keit würde sich ergeben, wenn && = + 1 angenommen würde. 


An dieser Stelle zeigt sich auch, unter welchen Bedingungen Mod 7p 


grösser oder kleiner als 1 ist. Es wird dieser Modulus nämlich gleich dem posi- 


&00 + [0, 


% 


tiven Werthe von VD ’ also—1 oder<1, je nachdem (eg, +&0,)”— D, d.h. 





e& + cosn, cos, + sin n, sin 4, cosıb 


positiv oder negativ ist. Der Ausdruck ist offenbar mit eZ zugleich positiv und 
negativ, so dass 


= Mod 75 > 1 ‚ wnnäö=-+]l, 
= Mod 75 <1 ‚s wenne=—J] ist. 


Es sind nun in den Formeln des ($. 7) für @ uud 5 ihre Werthe 0 und 1 


zu setzen; ferner 








= — r,(cosp, +ising,) =1. m (also g,=!r) 
cosn+Lc0s0 „eV —d+rE:eVr—1 
7D = r,(eosp, + ising,) =!. . er, +1. Ce nn ) 


Dann wird 2JY D gleich der Summe eines imaginären Theils {Q und eines reel- 


len Theils A, also 
2JYD=:iQO-+R, 
wo 
0-1 [YD+:V(o®—1) + £V (0? — 1)]? + (ecosn +5c0s0)* al VD+ aurto) 
08 [VD+2Vlo® —D+LV0°— 1]? +(ecosn +60050)? — 08 \YD-ego— Lo, 


ıst. Macht man ferner 


a 2(e c0sn +5 0080) VD 
m are DVD +LV6°— DIE — Ce 0057 + £c050)] 





(-it<R,<ir), 
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soit A=R,ode A=R,+n,oder R=R, —r; wie aus ($. 7) zu sehen. 
Man hat nämlich k = AR, wenn r,<1 nnd r,<1, oder wenn r,>1 und n>1 
ist. Esıt = R,+r, wenn r,<1 und r,>1; endlich A= kh,—r wenn 


r„>1 und r,<1 ist. Die Bedingung r,Z 1 stimmt (S. oben) mt J=>1 
überein; r, ıst grösser als 1, wenn der Nenner V des Ausdrucks für A, unter dem 


arc tg. negativ, ,<1l, wenn N positif ist. Es lassen sich daher die drei Formeln 
für R ın die eine 


en ı LeV(o? — D + & Vo? — D]® + (e cosn + £c0s0) — D 
R=—&ır Harte — ae ER . 








vereinigen, den arc tg wieder zwischen —3r und +3 angenommen. Denn erstens 
haben R,, AR, = und der End-Ausdruck von R offenbar dieselbe Tangente ; zwei- 
tens liegt das durch den End-Ausdruck bestimmte A in dem richtigen Quadranten; 
und Anderes ist nicht erforderlich. Es liegt nämlich A, wenn r,>1 ist, zwischen 
— 3 und 0; wenn r,<1 ist, zwischen 0 und 37; es soll also r, wie folgt, liegen: 


Wenn r,<1 ist und r,<1, zwischen 0 und +37, 
Wenn r,>Ll ist und r,>1, zwischen —3 und 0, 
Wenn r,>l ist und r,<1, zwischen —r und — ir, 


Wenn r,<1 ist und r,>1, zwischen +37 und + r: 


wie es nach der Endformel wirklich geschieht, 


Schlussbemerkungen. 


Die vorstehende Abhandlung zeigt, dass / f (z)2’dx, wenn f(z) eine ra- 


tionale, continuirliche Function von z bezeichnet, verschiedene Werthe annehmen 
kann, falls z auf verschiedenen Wegen von seinem festen Anfangswerthe z, zu 
dem gleichfalls festgehaltenen Endwerthe z, gelangt. Fasset man das Integral, 
um es in dieser Beziehung noch genauer zu untersuchen, noch einmal in’s Auge, 
so ist es zweckmässig, dasselbe in diejenigen einfacheren Integrale zu zerlegen, 
welche den Gegenstand von ($. 3 bis $. 6) ausmachen. 

Wir stellen uns deshalb f(z) in seine drei Theile zerlegt vor. Der 
erste Theil 
51* 
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T=o+02+62++c,2” 
ist eine ganze Function von z; der zweite mag die Form 


a, 1773 Az 


GR re 
RT N RE ie 
BE 7 BI SD ey 5 De 
= 0 


haben. Endlich der dritte sei 


a, Az dg 


z—k, x k, z— k; 








Vz 


Kommt nur Tund U, aber nicht Yf(z) vor, so wird nach ($. 3 und $. 5) der 
Weg, den z von z, bis z, geht, ohne Einfluss auf das Resultat bleiben, vorausge- 
setzt, dass man ein Verschwinden der Nenner vermeidet: das Endresultat hangt 
dann also nur von z, und z, ab. Anders verhält es sich, wenn auch / wirklich 


vorhanden ist. 


Man sieht aus ($. 4 und $. 6), dass ein Integral 


” z’de 
fi 
a 

je nach dem verschiedenen Laufe der Function z, verschiedene Werthe annimmt, 
die sich aber sämmtlich nur durch Addition einer grösseren oder geringeren Anzahl 
Vielfacher von 2z unterscheiden. Es ist leicht zu sehen, dass der Lauf von z 
sich so ändern lässt, dass jedes beliebige Vielfache von 2: als additives Glied 
sich zeigt. Da aus / eine Summe solcher einzelnen Integrale entsteht, deren 
jedes mit einer Constanten @ multiplicirt ist, so folgt, dass, je nach der verschie- 
denen Beschaffenheit der reellen und imaginären Theile der a, auch eine Aende- 
rung des Weges von z einen ganz verschiedenartigen Einfluss auf das Gesammt- 


resultat hat. Schliesst man den oben behandelten Fall, dass alle a ın Y, also 
7 selbst gleich Null ist, aus, so können zunächst die reellen Theile aller 2 zu 
einander in rationalem Verhältnisse stehen, und zugleich die imaginären Theile 


aller z ein rationales Verhältniss zu einander haben. Dann wird das Integral 
b 

SC) z'd zwar für verschiedene Wege, die z von z, bis z, durchläuft, ver- 

a 


schiedene Werthe haben, aber nur solche, welche sich um ganze Vielfache einer, 
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9. Heine, Uebergang von unbest. zu best, Int. 401 


oder höchstens zweier festen, d. h. von dem Wege von z unabhängigen, aber 
von den a abhängigen Grössen unterscheiden’, von denen eine reel, die andere 
imagıinär ist, Das Integral ist dann also entweder einfach-, oder doppelt-periodisch. 
In allen übrigen Fällen ist das Integral vzelfach-periodisch. Stehen selbst nur zwei 
der reellen Theile der a in vrrationalem Verhältnisse, so kann, bei verschiede- 
nem Wege von z, der imaginäre Theil des Integrals alle möglichen Werthe 


bekommen; stehen nur zwei von den imaginären Theilen der a in irrationalem /er- 
hältnısse, so kann der reelle Theil des Integrals alle möglichen Werthe anneh- 
men. Das ganze Integral endlich erhält, bei Aenderung des Weges von z, alle 
möglichen Werthe, wenn auch nur zwei reelle Theile der a zu einander, und 
zugleich wenigstens zwei imaginäre Theile der @ zu einander in irrationalem 
Verhältnisse stehen. Die Betrachtungen, welche auf diese, im Wesentlichen 
auch bei Puiseux vorkommenden Resultate führen, findet man auf den ersten 
Seiten einer Abhandlung von Jacobi, im 13ten Bande des gegenwärtigen Jour- 
nals: „De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis.” 

Diese Sätze wird man auch auf den Fall ausdehnen können, in welchem 
/(z) eine rationale Function von z und der Quadratwurzel Y(m + 2nz + pz?) ist, 
indem dieser Fall im ($. 8) auf den früheren zurückgeführt wurde. 


Bonn, im Januar 1855. 
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